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Antonio Simdes Costa

GSP - LABSPOT

A. Sim&es Costa (Labspot ) Solugdo de Sists. Modificados



Enunciado do Problema

@ Dado um sistema linear de dimens3o n

Ax=b
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Enunciado do Problema

@ Dado um sistema linear de dimens3o n

Ax=b

e O esforco computacional necessdrio para solucgdo via fatoracdo LU é
dominado pelas n3/3 flops exigidas pelos algoritmos da fatoraco;
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Enunciado do Problema

@ Dado um sistema linear de dimens3o n

Ax=b

e O esforco computacional necessdrio para solucgdo via fatoracdo LU é
dominado pelas n3/3 flops exigidas pelos algoritmos da fatoraco;

@ Suponha que os fatores de A ja foram calculados e que a solucdo x ja
foi determinada;
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Enunciado do Problema

@ Dado um sistema linear de dimens3o n

Ax=Db
e O esforco computacional necessdrio para solucgdo via fatoracdo LU é

dominado pelas n3/3 flops exigidas pelos algoritmos da fatoraco;

@ Suponha que os fatores de A ja foram calculados e que a solucdo x ja
foi determinada;

@ Problema: Encontrar a solucdo do sistema
Ax=b

onde
A=A+VWT

é uma modificacido de posto k de A.
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Alternativas de solucio

@ Abordagem trivial: dado o sistema modificado
Ax=b

determinar a fatoracdo LU de A e resolver o sistema usando
substituicdes direta e inversa;
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Alternativas de solucio

@ Abordagem trivial: dado o sistema modificado
Ax=b

determinar a fatoracdo LU de A e resolver o sistema usando
substituicdes direta e inversa;

@ Contudo, se o posto k for relativamente pequeno, isto &,
k<<n

ha a expectativa de resolver o sistema modificado com com esforco
computacional significativamente menor;
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Alternativas de solucio

@ Abordagem trivial: dado o sistema modificado
Ax=b
determinar a fatoracdo LU de A e resolver o sistema usando

substituicdes direta e inversa;

@ Contudo, se o posto k for relativamente pequeno, isto &,
k<<n

ha a expectativa de resolver o sistema modificado com com esforco
computacional significativamente menor;

@ Algoritmos para resolver sistemas modificados podem ser
desenvolvidos empregando-se a férmula de
Sherman-Morrison-Woodbury.
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Férmula de Sherman-Morrison-Woodbury

@ Partindo-se da relacdo entre A e A

A=A+VWT,
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Férmula de Sherman-Morrison-Woodbury

@ Partindo-se da relacdo entre A e A
A=A+VW'

@ a férmula de S-M-W preconiza que

Al = AloAlv 1+w ATV wT Al

~

2¢c
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Férmula de Sherman-Morrison-Woodbury

@ Partindo-se da relacdo entre A e A

A=A+VW'
@ a férmula de S-M-W preconiza que

Al = AloAlv 1+w ATV wT Al

2¢c

@ Portanto,

Xx = A'b

= Alb—AlVvCW Alb
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Calculo da matriz C - (1)

@ Conforme vimos, a matriz C, de dimensdo k X k, é definida como

C=(+w’" Atwv)!
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Calculo da matriz C - (1)

@ Conforme vimos, a matriz C, de dimensdo k X k, é definida como
C=(0+W" Atv)*
o Considerando que A = L U, temos que

Afl — UflLfl
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Calculo da matriz C - (1)

@ Conforme vimos, a matriz C, de dimensdo k X k, é definida como
C=(0+W" Atv)*

o Considerando que A = L U, temos que

Afl — UflLfl
@ Portanto,
C = +w'ulLtv!
= (W' V)
onde W e V devem ser obtidos resolvendo-se os sistemas triangulares
inferiores: L
urw = w
LV = V
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Calculo da matriz C - (I1)

@ A solucdo dos dois sistemas triangulares

u’'w = w

LV =V

requer O(n’k) flops;
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Calculo da matriz C - (I1)

@ A solucdo dos dois sistemas triangulares

u’'w = w

LV =V

requer O(n’k) flops;
e A inversdo de (I—I—WT V) requer O(k3);

A. Simdes Costa (Labspot ) Solugdo de Sists. Modificados



Calculo da matriz C - (I1)

@ A solucdo dos dois sistemas triangulares

u’'w = w

LV =V

requer O(n’k) flops;
e A inversdo de (I—I—WT V) requer O(k3);

@ Como se supde que k < n, conclui-se que o cdlculo de C implica em
O(n%k) flops.
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Variantes da Aplicacdo da Férmula de S-M-W

Ha trés variantes para resolver a equacdo resultante da aplicacdo da
férmula de S-M-W:

x=A'b-AlVvCW Alb
@ Método da pds-compensagdo;

@ Método da pré-compensagdo;

@ Método da compensagdo intermediaria.
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Método da pés-compensacédo (1)

@ Reconsidere a equacio bdsica obtida da férmula de S-M-W:

x=Al'b—AlvCcw Alb
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Método da pés-compensacédo (1)

@ Reconsidere a equacio bdsica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlvCW Alb

@ O método da pés-compensacio é obtido re-escrevendo-se a equacio
acima como

X — (l—A—lvch) A~lb
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Método da pés-compensacédo (1)

@ Reconsidere a equacio bdsica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlvCW Alb

@ O método da pés-compensacio é obtido re-escrevendo-se a equacio

acima como
X = (l—A—1 v ch) A~lb

@ ou seja,

x|
I

(I—A*1VCWT) X

= x—-UTtTvCcw’x
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Método da pés-compensacédo (1)

@ Reconsidere a equacio bdsica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlvCW Alb

@ O método da pés-compensacio é obtido re-escrevendo-se a equacio
acima como

X — (l—A—lvch) A~lb

@ ou seja,

x|
I

(I—A*1VCWT) X

= x—-UTtTvCcw’x

@ O segundo termo acima corresponde a modificacdo na solucdo do
“caso base”.
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Método da pés-compensacédo (I1)

@ Equacido bdsica do método da pds-compensacio:

X = x + (—U_IVCWTX)

Ax
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Método da pés-compensacédo (I1)

@ Equacido bdsica do método da pds-compensacio:

X = x + (—U_IVCWTX)

Ax

@ O termo Ax, que modifica a solugcdo do sistema original, serd
calculado da direita para a esquerda;
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Método da pés-compensacédo (I1)

@ Equacido bdsica do método da pds-compensacio:

X = x + (—U_IVCWTX)

Ax

@ O termo Ax, que modifica a solugcdo do sistema original, serd
calculado da direita para a esquerda;

@ Serd suposto que:
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Método da pés-compensacédo (I1)

@ Equacido bdsica do método da pds-compensacio:

X = x + (—U_IVCWTX)

Ax

@ O termo Ax, que modifica a solugcdo do sistema original, serd
calculado da direita para a esquerda;

@ Serd suposto que:

@ Os fatores de A = L U ja foram calculados e estdo disponiveis;
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Método da pés-compensacédo (I1)

@ Equacido bdsica do método da pds-compensacio:

X = x + (—U_IVCWTX)

Ax

@ O termo Ax, que modifica a solugcdo do sistema original, serd
calculado da direita para a esquerda;

@ Serd suposto que:
@ Os fatores de A = L U ja foram calculados e estdo disponiveis;

e V e W s3o calculados como solugdo dos sistemas triangulares ja
indicados;
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Método da pés-compensacédo (I1)

@ Equacido bdsica do método da pds-compensacio:

X = x + (—U_IVCWTX)

Ax

@ O termo Ax, que modifica a solugcdo do sistema original, serd
calculado da direita para a esquerda;
@ Serd suposto que:
@ Os fatores de A = L U ja foram calculados e estdo disponiveis;

e V e W s3o calculados como solugdo dos sistemas triangulares ja
indicados;

o A matriz C, de dimens3o k x k, é obtida a partir de V e W, conforme
ja mostrado.
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x

e Etapas do algoritmo:
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x

e Etapas do algoritmo:

@ Calcular f = W7 x;
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x

e Etapas do algoritmo:

@ Calcular f = W7 x;

Q Calcularg=Cf;
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x

e Etapas do algoritmo:

@ Calcular f = W7 x;
Q Calcularg=Cf;
@ Calculary =V g
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x

e Etapas do algoritmo:

Q@ Calcular f = w’ X;

Q Calcularg=Cf;

@ Calculary =V g

@ Resolver sistema triangular:

UAx=—y
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Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Deseja-se calcular o vetor Ax que modifica a solugdo do sistema
original:
Ax=-U1tVCWT x

e Etapas do algoritmo:

Q@ Calcular f = w’ X;
Q Calcularg=Cf;
@ Calculary =V g
@ Resolver sistema triangular:
UAx=—y

@ Calcular x = x+Ax.
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Desempenho do Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Requer ~ O(n?k) flops, se k < n;
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Desempenho do Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Requer ~ O(n?k) flops, se k < n;

e Para n grande, isto é muito menor do que O(n®/3) flops requeridos
pela solucdo direta do sistema modificado;
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Desempenho do Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Requer ~ O(n?k) flops, se k < n;
e Para n grande, isto € muito menor do que O(n®/3) flops requeridos
pela solucdo direta do sistema modificado;

o Exemplo:
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Desempenho do Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Requer ~ O(n?k) flops, se k < n;
e Para n grande, isto € muito menor do que O(n®/3) flops requeridos
pela solucdo direta do sistema modificado;

o Exemplo:

e n=1000 = n3/3 = (1/3) x 10%;
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Desempenho do Algoritmo do método da pés-compensacao

@ Requer ~ O(n?k) flops, se k < n;

e Para n grande, isto é muito menor do que O(n®/3) flops requeridos
pela solucdo direta do sistema modificado;

o Exemplo:

e n=1000 = n3/3 = (1/3) x 10%;

o n=1000e k =2 = n?k =2 x 10°.
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Método da pré-compensacdo (1)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:

x=A'l'b-—AlvCcCW Alb

A. Simdes Costa (Labspot ) Solugdo de Sists. Modificados



Método da pré-compensacdo (1)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlVCW Alb

@ O método da pré-compensacido é obtido re-escrevendo-se a equacio
acima como

%= AL (b—vch Al b)
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Método da pré-compensacdo (1)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlVCW Alb

@ O método da pré-compensacido é obtido re-escrevendo-se a equacio
acima como

i:A’1<b—VCWTA’1b)
@ ou seja
X = Al (b—vchx)

~~

b
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Método da pré-compensacdo (1)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlVCW Alb
@ O método da pré-compensacido é obtido re-escrevendo-se a equacio
acima como
x=A"(b-vCWT A 'b)
@ ou seja
x = A1 (b-vCwx)

~~

b

@ que pode ser re-interpretado como

Ax=b
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Método da pré-compensacdo (1)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=Alb-AlVCW Alb
@ O método da pré-compensacido é obtido re-escrevendo-se a equacio
acima como
x=A"(b-vCWT A 'b)
@ ou seja
x = A1 (b-vCwx)

~~

b
@ que pode ser re-interpretado como
Ax=Db
@ Este método, portanto, modifica o vetor independente para obter a

solucdo do sistema modificado. O novo vetor independente b depende
da solucdo do sistema original, x.
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Método da pré-compensacdo (II)

@ Equacio bdsica do método da pré-compensacio:

X = Al (b—VCWTx>

b
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Método da pré-compensacdo (II)

@ Equacio bdsica do método da pré-compensacio:

X = Al (b—VCWTx>

b

@ O termo que modifica o vetor independente serd calculado da direita
para a esquerda;
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Método da pré-compensacdo (II)

@ Equacio bdsica do método da pré-compensacio:

X = Al (b—VCWTx>

b

@ O termo que modifica o vetor independente serd calculado da direita
para a esquerda;

@ Serd suposto que:
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Método da pré-compensacdo (II)

@ Equacio bdsica do método da pré-compensacio:

X = Al (b—VCWTx>

b
@ O termo que modifica o vetor independente serd calculado da direita
para a esquerda;
@ Serd suposto que:

o Os fatores de A =L U j3§ foram calculados e estdo disponiveis;
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Método da pré-compensacdo (II)

@ Equacio bdsica do método da pré-compensacio:

X = Al (b—VCWTx>

b

@ O termo que modifica o vetor independente serd calculado da direita
para a esquerda;

@ Serd suposto que:
o Os fatores de A =L U j3§ foram calculados e estdo disponiveis;

e V e W s3o calculados como solugdo dos sistemas triangulares ja
indicados;

Solugdo de Sists. Modificados
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Método da pré-compensacdo (II)

@ Equacio bdsica do método da pré-compensacio:

X = Al (b—VCWTx>

b
@ O termo que modifica o vetor independente serd calculado da direita
para a esquerda;

@ Serd suposto que:

o Os fatores de A =L U j3§ foram calculados e estdo disponiveis;

e V e W s3o calculados como solugdo dos sistemas triangulares ja
indicados;

e A matriz C, de dimens3o k X k, é obtida a partir de V e W, conforme
ja mostrado.
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x = Uit (b—v cw’ x)
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x = Uit (b—v cw’ x)

o Etapas do algoritmo:
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=UL7 (b-VCWT x)
o Etapas do algoritmo:

@ Calcular f = w’ X;
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=UL7 (b-VCWT x)
o Etapas do algoritmo:
@ Calcular f =W x;
O Calcularg=Cf;
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=UL7 (b-VCWT x)
o Etapas do algoritmo:
@ Calcular f =W x;
O Calcularg=Cf;
@ Calcularb=b—-V g;
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=UL7 (b-VCWT x)
o Etapas do algoritmo:
@ Calcular f =W x;
O Calcularg=Cf;
@ Calcularb=b—-V g;

© Resolver sistema triangular:
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Algoritmo do método da pré-compensacao

@ Deseja-se calcular a solu¢do do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=UL7 (b-VCWT x)
o Etapas do algoritmo:
@ Calcular f =W x;
O Calcularg=Cf;
@ Calcularb=b—-V g;

© Resolver sistema triangular:

© Resolver sistema triangular:
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Método da compensacdo intermediaria (I)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:

x=A'b-—AlVvCW Alb
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Método da compensacdo intermediaria (I)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=A'b-AlvVvCW Alb

o Considerando que os fatores triangulares de A est3o disponiveis e que
portanto:
A=LU=A'=Uu"L"
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Método da compensacdo intermediaria (I)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=A'b-AlvVvCW Alb

o Considerando que os fatores triangulares de A est3o disponiveis e que
portanto:
A=LU=A'=Uu"L"

@ temos que

x=UL!b-UlLlvcw ulL'!p
N——r ——
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Método da compensacdo intermediaria (I)

@ Reconsidere a equacdo basica obtida da férmula de S-M-W:
x=A'b-AlvVvCW Alb

o Considerando que os fatores triangulares de A est3o disponiveis e que
portanto:
A=LU=A'=Uu"L"

@ temos que
x=UL!b-UlLlvcw ulL'!p
N——" N—_————

@ Usando as definicdes de V e W, explicitando U~! como fator
pré-multiplicativo e L™! b como fator pés-multiplicativo:

x=U"! (l—VCWT> L!b
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Método da compensa¢do intermediaria (Il)

@ Do passo anterior:

x=U! (I—VCWT> Llb
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Método da compensa¢do intermediaria (Il)

@ Do passo anterior:
x=U"! (I—VCWT> L b

@ Denotando por x' = L™1 b a solucdo intermedidria do sistema
original, concluimos que

x = Ul (I—VCWT> X!

— u! (x' _VCcw’ x')
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Método da compensa¢do intermediaria (Il)

@ Do passo anterior:
x=U"! (I—VCWT> L b

@ Denotando por x' = L™1 b a solucdo intermedidria do sistema
original, concluimos que

X = U*l(l—VcWT) X!
— u! (x'—VcWT x')

@ Este método, portanto, modifica a solucdo intermedidria do sistema
original para obter a solu¢do do sistema modificado.
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Método da compensa¢do intermediaria (llI)

@ Equacdo bdsica do método da compensacdo intermedidria:

x=U"! (x’—VCWT x')
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Método da compensa¢do intermediaria (llI)

@ Equacdo bdsica do método da compensacdo intermedidria:
_ T~ 7
x=U 1<x’—VCW x’)

@ Serd suposto que:
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Método da compensa¢do intermediaria (llI)

@ Equacdo bdsica do método da compensacdo intermedidria:
_ T~ 7
x=U 1<x’—VCW x’)

@ Serd suposto que:

o Os fatores de A =L U j§ foram calculados e estdo disponiveis;
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Método da compensa¢do intermediaria (llI)

@ Equacdo bdsica do método da compensacdo intermedidria:
_ e
x=U 1<x’—VCW x’)
@ Serd suposto que:
o Os fatores de A =L U j§ foram calculados e estdo disponiveis;

e V e W s3o calculados como solugdo dos sistemas triangulares j&
indicados;
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Método da compensa¢do intermediaria (llI)

@ Equacdo bdsica do método da compensacdo intermedidria:
_ e
x=U 1<x’—VCW x')
@ Serd suposto que:
o Os fatores de A =L U j§ foram calculados e estdo disponiveis;

e V e W s3o calculados como solugdo dos sistemas triangulares j&
indicados;

e A matriz C, de dimens3o k X k, é obtida a partir de V e W, conforme
ja mostrado.
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Algoritmo do método da compensacao intermedidria

@ Deseja-se calcular a solucdo do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=U"! (x’—VCWT x')
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Algoritmo do método da compensacao intermedidria

@ Deseja-se calcular a solucdo do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=U"! (x’—VCWT x')

e Etapas do algoritmo:
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Algoritmo do método da compensacao intermedidria

@ Deseja-se calcular a solucdo do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=U"1 (x’ -VC w’ x')
e Etapas do algoritmo:

O Calcular f =y v x';
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Algoritmo do método da compensacao intermedidria

@ Deseja-se calcular a solucdo do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=U"1 (x’ -VC w’ x')
e Etapas do algoritmo:

O Calcular f =y v x';
Q Calcularg=Cf;
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Algoritmo do método da compensacao intermedidria

@ Deseja-se calcular a solucdo do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=U"1 (x’ -VC w’ x')
e Etapas do algoritmo:
77' ’
O Calcular f =W X/;

Q Calcularg=Cf;
@ Calcular X’ =x'—V g;
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Algoritmo do método da compensacao intermedidria

@ Deseja-se calcular a solucdo do sistema modificado através de uma
modificacdo aplicada ao vetor independente:

x=U"1 (x’ -VC w’ x')
e Etapas do algoritmo:
O Calcular f =W ' x;
O Calcularg =Cf;

@ Calcular X’ =x'—V g;

© Resolver sistema triangular:
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