Capitulo 4

Controle Otimo e Filtro de
Kalman - Estabilizador 2

O principal objetivo deste capitulo é definir o conceito de controle étimo e de filtro de Kalman.
Por otimizacao, podemos encontrar tanto o ganho K de controladores por realimentagao de estado,
tanto quanto o ganho L de observadores de estado. No primeiro caso, o controle é denominado
controle quadratico; e no segundo, filtro de Kalman. O controlador e o observador assim obtidos
poderao servir como base de estabilizadores.

4.1 Principio de Controle Otimo

4.1.1 Caso Continuo
Seja o sistema continuo controldvel, de ordem n,
x = Ax + Bu.
Podemos definir um controlador da seguinte forma
u = —Kx,

onde o vetor K, de dimensao [1 x n], é convenientemente calculado.

Podemos escrever que
x = (A —BK)x.

O ganho K é calculado de tal forma que a funcao

1 o0
J= 5/ (x7Qx + Ru?)dt
0

seja minima, onde R é um ntumero real positivo e Q é uma matriz definida positiva.
Uma matriz Q é definida positiva se para x # 0

xTQx >0
eparax =0

xTQx =0.

Escolhendo-se Q definida positiva e o real R positivo, a matriz K é calculada de tal forma que
as raizes da equagao caracteristica,

det (s — [A — BK]) =0,
tenham parte real negativa. Garante-se que

lim x(¢) =0,

t—o00

assegurando que, em regime permanente, X converge para zero.
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4.1.2 Caso Discreto

Seja o sistema discreto controlavel, de ordem n,
x(k+1) = ®&x(k) + Tu(k).
Podemos definir um controlador da seguinte forma
u(k) = —Kx(k),

onde o vetor K, de dimensao [1 x n], é convenientemente calculado.
Podemos escrever que

x(k+1) = (® - TK)x(k).

O ganho K é calculado de tal forma que a fungao

J =

DN =

> (T (k)Qx(k) + Ru®(k))
k=0

seja minima, onde R é um ntmero real positivo e Q é uma matriz definida positiva.
Se Q for definida positiva e o real R for positivo, a matriz K é calculada de tal forma que as
raizes da equacgao caracteristica,

det (21 — [® —TK]) =0,
estejam dentro do circulo unitario. Garante-se que

lim x(k) =0,

k—o00

assegurando que, em regime permanente, x(k) converge para zero.

4.2 Projeto de Controle Otimo

A concepgao de projeto é totalmente diferente da do controle modal. Aqui, escolhe-se a matriz Q
e o numero R; o ganho K é calculado através da equacao de Riccati.

4.2.1 Caso Continuo

Vamos descrever o método nos seguintes passos:
Primeiro Passo:
Dado o sistema continuo de ordem n controlavel,

x = Ax + Bu,

escolher um numero positivo R e a matriz definida positiva Q.
Segundo Passo:
Determinar a matriz P pela equacao

ATP +PA+Q-PBR 'B’P=0.

A equacao acima é denominada equacao de Riccati, e a matriz P é simétrica. O Scilab tem um
programa que permite calcular a matriz de Riccati.

Terceiro Passo:
Podemos, agora, determinar K por

K =R 'B"P.
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4.2.2 Caso Discreto

Vamos descrever o método nos seguintes passos:
Primeiro Passo:
Dado o sistema continuo de ordem n controlavel,

x(k+1) = ®&x(k) + Tu(k),

escolher um numero positivo R e a matriz definida positiva Q.
Segundo Passo:
Determinar a matriz P pela equagao

P=Q+®TP® - & PI(R+I"PI) 'ITP.

A equagao acima é denominada equagao de Riccati, e a matriz P é simétrica. A matriz de
Riccati pode ser obtida iterativamente

Q = ml

m > 0

R > 0
PO) = 0

Pk+1)=Q+ & P(k)® — ®"P(k)[(R+T P(k)T) 'TTP(k)®.

Terceiro Passo:
Podemos, agora, determinar K por

K= (R+T7PD) " 'T"P®.

4.2.3 Exemplo

Encontrar um controle 6timo para o processo

75
x(k+1)= [1 O} x(k)+ {O} u(k),
considerando Q = 10I e R = 1.
Solugdo:
Do processo, podemos escrever

75
v =[]
1
ro- M |
O sinal de controle é calculado por
u(k) = —Kx(k)
A matriz de Riccati é calculada por
Q 101
R =1
P(0) 0

Pk+1)=Q+® P(k)® — ®"P(k)T(R+T P(k)T) 'TTP(k)®.

Em 10 iteragoes, tem-se
P_ 83,176 36,768
"~ 136,768 34,703

K= (R+I7TPr) 'T7"P® = [7,354 4,941].
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4.3 Principio do Filtro de Kalman

Kalman desenvolveu um observador geral para processos com disturbios aleato- rios. Este observa-
dor, conhecido como filtro de Kalman, também ¢é baseado em otimizacao. A matriz Q e o ntumero
R estao relacionados com as propriedades do distirbio. No caso deterministico, pode-se escolher
uma matriz Q definida positiva qualquer e um nimero positivo qualquer R para se obter o ganho
L do filtro.

4.3.1 Caso Continuo

Seja o sistema continuo, de ordem n,

x = Ax+Bu
y = Cx+ Du,

observavel.
Podemos definir um observador da seguinte forma

x = (A — LO)x + Bu + L(y — Du),

onde o vetor L, de dimenséo [n x 1], é convenientemente calculado.
Definindo o vetor erro de estado, X, por

X =X — X,

podemos escrever .
%= (A - LO)x.

Escolhendo-se a matriz Q definida positiva e o real R positivo, o vetor L é calculado de tal forma
que as raizes da equagao caracteristica,

det (s — [A — LC]) =0,
tenham parte real negativa. Garante-se que
tlggo X(t) =0,

assegurando que em regime permanente X é X.

4.3.2 Caso Discreto
Seja o sistema discreto, de ordem n,

x(k+1) = ®x(k)+Tu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k),

observavel. Podemos definir um observador da seguinte forma
x(k+1) = (® — LO)x(k) + T'u(k) + L(y(k) — Du(k)),

onde o vetor L, de dimensao [n x 1], é convenientemente calculado.
Definindo o vetor erro de estado, x(k), por

%(k) = x(k) - X(k),

podemos escrever

%(k+1) = (& — LC)x(k).

Escolhendo-se a matriz Q definida positiva e o rel R positivo, o vetor L é calculado de tal forma
que as raizes da equagao caracteristica,

det (21 — [® — LC]) =0,
estejam dentro do circulo unitario. Garante-se que
lim x(k) =0,
k—o00

assegurando que em regime permanente x(k) é x(k).



74 Notas de Aula

4.4 Projeto do Filtro de Kalman

4.4.1 Caso Continuo

Vamos descrever o método nos seguintes passos:
Primeiro Passo:
Dado o sistema continuo observavel, de ordem n,

= Ax+Bu
y = Cx+ Du,
escolher um ntimero positivo R e a matriz definida positiva Q.

Segundo Passo:
Determinar a matriz P pela equagao

AP +PAT+Q-PCTR!CP =0.

A equagao acima é denominada equagao de Riccati, e a matriz P é simétrica. O Scilab tem um
programa que permite calcular a matriz de Riccati.

Terceiro Passo:
Podemos, agora, determinar L por

L=PC'R .

4.4.2 Caso Discreto

Vamos descrever o método nos seguintes passos:
Primeiro Passo:
Dado o sistema discreto observavel, de ordem n,

x(k+1) = ®x(k)+ Tu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k),
escolher um numero positivo R e a matriz definida positiva Q.
Segundo Passo:
Determinar a matriz P pela equagao
P=Q+oPs"—aPC’(R+CPCT) 'CcPa’.

A equagdo acima é denominada equacao de Riccati, e a matriz P é simétrica. A matriz de
Riccati pode ser obtida iterativamente

Q) = mI
m > 0
R > 0

PO) = 0

P(k+1)=Q+ ®P(k)®"—®P(k)CT (R+CP(k)CT)'CP(k)®".

Terceiro Passo:
Podemos, agora, determinar L por

L=&PC’(R+cCPCT)™".

4.4.3 Exemplo

Encontrar um observador, baseado em filtro de Kalman, para o processo

x(k+1) = [I (ﬂ x(k)+ m u(k)

y(k) = [1 0] x(k),
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considerando Q = 10I e R = 1.
Solugao:
Do processo, podemos escrever

vl
= b
c = [1 0.

O observador é
x(k+1)=(® — LC)x(k) + Tu(k) + Ly(k).

A matriz de Riccati é calculasda por

Q = 10I
R 1
P0) = 0

P(k+1)=Q+ ®P(k)®"—®P(k)CT (R+CP(k)CT) 'CP(k)®T.

Em 10 iteracoes, tem-se

p_ [331,494 7,085
| 7,085 10,997
e
_ T 7v—1_ |7,085
L=®PC (R+CPC") = {07997} .

O Observador fica sendo

x(k +1) (® — LC)%(k) + Tu(k) + Ly(k)

- [_0(,)70%835 a x(k) + H u(k) + [g’ ggﬂ y(k).

4.5 Controle Quadratico com Filtro de Kalman - Estabili-
zador

Quando o estado nao é mensuravel, torna-se necessario realizar um controle quadratico com es-
tados observados, e o observador utilizado pode ser o Filtro de Kalman. Mostraremos que este
esquema pode ser realizado para todo sistema controldvel e observdvel. Este esquema define um
estabilizador.

4.5.1 Caso Continuo
Dado o sistema continuo controlédvel e observavel, de ordem n,
x = Ax+Bu
y = Cx+ Du,
podemos projetar o Filtro de Kalman
x = (A — LC)x + Bu + L(y — Du),

e definir como lei de controle
u = —Kx,

onde o ganho K foi determinado por Controle Quadratico.
Definindo o erro de estado por
X=X—X,
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podemos escrever que
x] [A-BK BK x
x| 0 A - LC x|

Conseqiientemente,

det <51 { AR PR D —  det(sI — [A — BK])

x det(sI — [A — LC]),

0 que prova que os polos do sistema combinado sao os mesmos da unidao dos pélos definidos pelo
Filtro de Kalman com os pdlos definidos pelo Controle Quadratico.

Como os polos definidos pelo Filtro de Kalman e os pdlos definidos pelo Controle Quadratico
tém parte real negativa, entao pelo Teorema da Estabilidade

lim x(t) = 0
t—o0

X =0
tlggoy(t) = 0

Para processos com transferéncia direta (D # 0)

x = Ax+Bu
= Cx+ Du,

o estabilizador pode ser agora definido como

= (A-LC-BK+LDK)x + Ly

u = —-Kx.

A Figura 4.1 mostra este tipo de estabilizador.

X =[A — LC — BK + LDK|% + Ly x = Ax + Bu

'

u = —KxX y =Cx+ Du

Figura 4.1: Estabilizador para processos com transferéncia direta.
Para processos sem transferéncia direta

x = Ax+Bu
y = Cx,

o estabilizador fica definido como

= (A-LC-BK)x+ Ly
u = —-Kx.

A Figura 4.2 mostra este tipo de estabilizador.
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% =[A - LC - BK|X + Ly % = Ax + Bu

v
Y

u=—Kx y = Cx

Figura 4.2: Estabilizador para processos sem transferéncia direta.

4.5.2 Caso Discreto
Dado o sistema discreto controlavel e observavel, de ordem n,
x(k+1) = ®x(k)+ Tu(k)
y = Cx(k)+ Du(k),
podemos projetar o Filtro de Kalman
x(k+1) = (® — LC)x(k) + T'u(k) + L(y(k) — Du(k)),

e definir como lei de controle
u(k) = —Kx(k),

onde o ganho K foi obtido por Controle Quadratico.
Definindo o erro de estado por

podemos escrever que

Conseqiientemente,

det (zI— [ <1>_0rK q)lilic D = det(2I - [® — TK))

x det(zI — [® — LC]),

0 que prova que os polos do sistema combinado sao os mesmos da uniao dos pélos definidos pelo
Filtro de Kalman com os pdlos definidos pelo Controle Quadratico.

Como os poélos definidos pelo Filtro de Kalman e os pdlos definidos pelo Controle Quadratico
estao dentro do circulo unitario, entao pelo Teorema da Estabilidade

lim x(k) = 0
t—o00

A xk) =0
Jim yk) = 0

Para processos com transferéncia direta (D # 0)

x(k+1) = ®x(k)+ Tu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k),

o estabilizador pode ser agora definido como

%(k+1) = (®—LC-TK + LDK)%(k) + Ly(k)
uk) = —Kx(k).
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u(k) y(k)

%(k 4 1) = [# — LC — TK + LDK]R(k) + Ly(k) x(k +1) = &x(k) 4+ Tu(k)
u(k) = —Kx(k) y(k) = Cx(k) + Du(k)

y
|

Figura 4.3: Estabilizador para processos com transferéncia direta.
A Figura 4.3 mostra este tipo de estabilizador.
Para processos sem transferéncia direta

x(k+1) = ®x(k)+ Tu(k)
y(k) = Cx(k),

o estabilizador fica definido como

%(k+1) = (@ —LC - TK)x(k) + Ly(k)

A Figura 4.4 mostra este tipo de estabilizador.

u(k) y(k)

X(k + 1) = [® — LC — TK]x(k) + Ly(k) x(k 4+ 1) = @x(k) + Tu(k)
u(k) = —Kx(k) y(k) = Cx(k)

Y

Figura 4.4: Estabilizador para processos sem transferéncia direta.

4.6 Exercicios

1. Seja o sistema

1 2 1 0
x(k+1) = 0 2 3 |x(k)+ | 1 |u(k)
1 0 4 0
yk) = [1 0 1 ]x(k).

a) Determinar um controle étimo para Q = 2I e R = 1;
b) Determinar um filtro de Kalman para Q =5I e R = 1.
¢) Determinar o estabilizador.
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4.7 Respostas dos Exercicios

1.
a)
u(k) = —[9,410 6,313 34,152] x(k).
b)
~1,937 2 —1,937 0 2,937
R(Ek+1) = [-4,394 2 —1,394| %(k) + | 1] u(k) + |4,394| y(k).
—2,455 0 0,545 0 3,455
c)
~1,937 2 —1,937 2,937
R(k+1) = [—13,804 —4,313 —35,547| %(k) + |4,394| y(k)
—2,455 0 0,545 3,455

u(k) = —1[9,410 6,313 34,152 x(k).



