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Solucdes periddicas e ciclos limite

Solugdes periddicas e ciclos limite

Objetivo:
e Estudar oscilagdes periddicas que ocorrem em sistemas
nao-lineares
e As oscilagdes periddicas isoladas sdo chamadas ciclo-limites
e Este tipo de oscilagdo ocorre em muitos sistemas reais e a sua
deteccdo e condi¢des em que podem surgir sdo importantes
para a andlise de projetos de engenharia
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Solugdes periddicas e ciclos limite

Seja o sistema linear (oscilador harménico simples)

X1(t) = xf(t)

X(t) = —x(t)
com condigdes iniciais

X1(0) = Xlo

X2(0) = X20
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Solucdes periddicas e ciclos limite

O sistema pode ainda ser representado por

R
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Solucdo do sistema linear

A solucao deste sistema linear é dado por
x(t) = e’tx(0)
ou

x(t) = x1, cos(t) + xo, sent
—x1, sen(t)+ xo, cost

[}
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Solu¢ao na forma polar

Uma expressdo mais simples para esta solucdo pode ser obtida se a
condic3o inicial for expressa na forma polar como mostrado

Xpg [m-------=
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Forma polar
X X
Xi, T X3, 0
e
X X
Xi, T X3, 0
onde )
2 2,1
ro = (xq, + x3,)2
e
—1X2
¢o = tg .
) &
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Solucao do sistema

A solucdo na forma polar é

Xl(t)
Xg(t)

ro cos(—t + ¢o)

ro sen(—t + ¢o)
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Natureza das solugdes

M
NP

e as solugdes cobrem todo o plano

e dado um ponto arbitrario sempre ha uma solugao periédica
que passa por este ponto Q
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Caso de um sistema nao-linear

e Sistema
X1 =xx+ax(f®—x2—x3)
Xp = —X1+04X2(ﬂ2—xl —x2)

e Campo vetorial é soma de dois campos vetoriais:
e Campo vetorial f(x) dado por

w-[4]-[3]
e Campo vetorial g(x), dado por
o-[]-[REE @
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Sistema em coordenadas polares
Definindo-se:

1
ro= (4 +x)2

¢
obtem-se
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Solucdo do sistema

e O sistema resultante fica desacoplado em termos das varidveis
reaq

e A solugdo pode ser obtida por integracao

p
(14 cp e~26%0t)3
P(t) = do—t

[}
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Representacdo grafica da solugdo

Solugdo
periédica

xini
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Natureza da solucao

e A solucdo é periddica com raio ryp = 5 e para todo ry # 0 as
solugBes se aproximam da solu¢do periddica par t — 00

e Comparando-se o sistema linear e o sistema n3o-linear, tem-se
que no primeiro caso a oscilacdo é independente das condi¢cGes
iniciais e ndo isolada, ou seja, na vizinhan¢a de uma trajetdria
fechada existem outras trajetérias fechadas. No segundo caso
a trajetéria fechada é isolada, ou seja, existe uma uma
vizinhan¢a que n3o contem nenhuma solugdo periddica.
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Definicao de ciclo limite

Ciclo limite é uma solucdo periddica isolada das equagGes

x1 = fi(x,x2)

Xp = fh(xi,x)

[}
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Tipos de Ciclos-limite

trajetorias
A X2 convergentes

X,
ciclo
limite

(a)
Estavel

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle

4 %2 divergentes A2
convergente| ,divergente
Xl _xl
N N
ciclo ciclo
limite limite
(b) (c)
Instavel Semi-estavel
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Determinacao de ciclos limite

e A determinac3do de ciclo limites pode apresentar dificuldades:
@ Solucdo analitica pode n3o ser facil.
® Solucbes numéricas sdo aproximadas e portanto podem ser
imprecisas quando indicam um ciclo limite.
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Solucdes periddicas e ciclos limite

Existéncia de ciclos limite

e A existente de ciclos limite é importante ja que:
@ Sistema de controle ndo devem oscilar e portanto n3o devem
apresentar ciclos limite.
® No projeto de osciladores sio requeridos ciclos limite estaveis.
e Para sistemas de segunda ordem existem métodos analiticos
que permitem determinar a existéncia de solucbes periddicas

[}
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o
Teorema do Indice (Poincaré)

Enunciado

@ Estabelece uma conexdo entre a existéncia de um ciclo-limite e o
nimero de pontos de equilibrio que ele encerra;

@ Notagdo empregada:

N : Nuamero de nds, focos e centros encerrados
por um ciclo-limite;
S: Nuamero de pontos de sela contornados.

Teorema do Indice:

Se existe um ciclo-limite em um sistema ndo-linear auténomo de segunda
ordem, entdo N = S + 1.
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Teorema do Indice (Poincaré)

Observacées

@ O teorema estabelece uma condic3o necessaria para a existéncia de
ciclos limites;

@ Pelo teorema, um ciclo-limite deve encerrar um nd, um foco, ou um
centro a mais do que o niimero de pontos de sela;

@ Note que, se S = 0, entdo a 6rbita periédica encerrard
necessariamente um nd, foco ou centro.
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Teorema do Indice (Poincaré)
Exemplo (1)

O sistema
X1 = —=x1+x1x
Xp = X1+ X0 — 2x1%0
tem dois pontos de equilibrio, em (0,0) e em (1,1). Analisemos a

estabilidade de ambos aplicando o método da linearizagdo (método
indireto de Lyapunov):

a) Para a origem, temos:

o on= [ 1] =

Portanto, a origem é um ponto de sela.

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Teorema do Indice (Poincaré)
Exemplo (2)

b) Para o ponto (1,1):

)y = [ 2 ] =

Logo, (1,1) é um foco estdvel.

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Teorema do Indice (Poincaré)
Exemplo (2)

b) Para o ponto (1,1):

af] [ 0 1 }

= = = {A1 A2} = {
[ax (1,1) -1 -1

Logo, (1,1) é um foco estdvel.

@ Conclustes:

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Teorema do Indice (Poincaré)
Exemplo (2)

b) Para o ponto (1,1):

—1£jV3
5

af] [ 0 1 }

= = = {A1 A2} = {
[ax (1,1) -1 -1

Logo, (1,1) é um foco estdvel.

@ Conclustes:

e A lnica combina¢do de pontos de equilibrio que pode ser encerrada por
uma 6rbita periédica é o foco simples;
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Teorema do Indice (Poincaré)
Exemplo (2)

b) Para o ponto (1,1):

EINSIE S ETRRE e

Logo, (1,1) é um foco estdvel.

@ Conclustes:

e A lnica combina¢do de pontos de equilibrio que pode ser encerrada por
uma 6rbita periédica é o foco simples;

o Outras possibilidades estdo descartadas, como por exemplo uma 6rbita
periédica compreendendo ambos os pontos de equilibrio.
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Condicdo suficiente para a ndo-existéncia de ciclos-limite

Teorema de Bendixson:

Para um sistema ndo-linear dado por
x1 = fi(xi,x)
X2 = h(xi,x)
ndo pode existir ciclo-limite em uma regido () do plano de fase na qual

) ofp  dh
f——+ <
div Y + 9%

n3o € zero e nem troca de sinal.
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Condicdo suficiente para a ndo-existéncia de ciclos-limite

Exemplo

Considere o sistema n3o-linear:

Xy = g(x2) + 4-X1X22
Xo = h(Xl) + 4X12X2
Como ofi  of
. 1 2 2 2
divf = — 4+ — =4(x{ + x
aX]_ aX2 ( 1 2)
é sempre positiva exceto na origem, entdo o sistema n3do apresenta
ciclos-limite em nenhuma regido do plano de fase.
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R —
Funcdes Descritivas

@ Extensdo de métodos de resposta em frequéncia para analise
aproximada de sistemas n3o-lineares;

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Funcdes Descritivas

@ Extensdo de métodos de resposta em frequéncia para analise
aproximada de sistemas n3o-lineares;

@ Ferramenta poderosa de andlise e projeto devido a representagao
grafica e insight fisico;
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Funcdes Descritivas

@ Extensdo de métodos de resposta em frequéncia para analise
aproximada de sistemas n3o-lineares;

@ Ferramenta poderosa de andlise e projeto devido a representagao
grafica e insight fisico;

@ Abordagem difere da anélise de estabilidade convencional pelo fato de
ser mais usada para previsao da ocorréncia de ciclos-limite;
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R —
Funcdes Descritivas

@ Extensdo de métodos de resposta em frequéncia para analise
aproximada de sistemas n3o-lineares;

@ Ferramenta poderosa de andlise e projeto devido a representagao
grafica e insight fisico;

@ Abordagem difere da anélise de estabilidade convencional pelo fato de
ser mais usada para previsao da ocorréncia de ciclos-limite;

@ Permite estimar n3o apenas a existéncia, mas também frequéncia e
amplitude de ciclos-limite para sistemas com uma (nica malha de
realimentacdo contendo elemento n3o-linear.
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Diagrama de blocos com elemento nao-linear

Nao-linearidade

u > Sistema
N LIT
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R —
Principios de Resposta em frequéncia

@ Sistema linear e Invariante no tempo:

u =A sen ot - Y., = Msen (ot +¢)
> Sistema LIT ’g

G(jo)

onde
M/A=|G(w)| ¢ =LG(jw)

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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R —
Principios de Resposta em frequéncia

@ Sistema linear e Invariante no tempo:

= M sen (ot + ¢)

u =4 sen ot Sistema LIT y’g
G(jo)
onde
M/A=1G(jw)| ¢=~2LG6(jw)

@ Bloco n3o-linear:

u=2Asen ot
—_—

Elemento y’g

Néao-linear

(Labspot - EEL)

M/A=? ¢=?
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R —
Hipdteses sobre a Nao-linearidade

Um dnico elemento n3o linear presente;
Elemento n3o-linear é invariante no tempo;

Componente fundamental da expansiao em série de Fourier é
dominante;

N3o-linearidade apresenta caracteristicas de fungdo impar:

f(—x) = —f(x).

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Fungdes descritivas

Funcoes descritivas

e Elemento n3o-linear estdtico é representado por um ganho que
depende da amplitude do sinal de entrada

e Sinal de entrada é uma senoide

e Este método de andlise é aproximado mas bons resultados sao
obtidos, especialmente devido as propriedades de filtragem da
funcdo de transferéncia da parte linear do sistema

[}
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R —
Esboco do método

@ Nao linearidade sera representada por um ganho equivalente:

Amplitude da saida, y

- Amplitude da sendide de entrada, x

@ Exemplo: n3o-linearidade do tipo saturacdo:

y
[) E—

Ganho

3

_ 6 2 Ampl. sinal de
entrada

@ Portanto, ganho que representa a ndo-linearidade varia com a
amplitude do sinal de entrada.

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle



Fungdes descritivas

Fundamentos do método

e Seja a entrada da ndo linearidade x = xg senwypt e y a saida.

X y
[n/]
LV

e Supondo a ndo-linearidade tipo on-off

[}
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Fung¢des des

Saida do sistema

Y -%

_— %

x Eiz =xg sin wt
§>
37

3

u]
|
1
u
!
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Fungdes descritivas

Analise da saida

e O sinal de saida é um sinal periddico
e Pode ser expandido em série de Fourier

e Qualquer fun¢3o periddica f(t), com periodo T pode ser

considerada como a soma de func¢des senoidais com

- 2T
frequéncias 0, ..., nwg, onde wy = -

[}
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Fungdes descritivas

Série de Fourier

o A expressao geral da série trigonométrica de Fourier é dada
por:

f(t) = ao + a1 coswg t + ap cos 2wo t + ...+ ...

+b1 senwg t + by sen2wqp t + ...

A frequéncia wqg corresponde a componente fundamental, e é
a frequéncia de f(t)

A frequéncia nwg corresponde ao n-ésimo harmonico

e ag corresponde a uma componente de frequéncia zero
(componente de corrente continua) 5
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Fungdes descritivas

Propriedades da forma de onda

e Dependendo das propriedades da fung¢do f(t), apenas alguns
dos termos da série de Fourier s3o diferentes de zero

¢ No caso da n3o-linearidade anterior, a saida y(t) tem simetria
de quarto de onda impar
e a série de Fourier sé tem termos harmdmicos impares em seno

[}
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Fungdes descritivas

Série de Fourier da saida

e Saida
y(t) = by senwot + bs sen3wot + bs senSuwot + - - -
e A saida pode ser aproximada por
y(t) = by senwot

e Justificativa
@ A maior contribuicdo a saida é dada pela freqiiéncia
fundamental
® As outras componentes sdo atenuadas pela a¢3o de filtragem

de parte linear do sistema @
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Fungdes descritivas

Relac3o entrada saida

e N é a funcdo descritiva que relaciona a entrada e a saida

b1 senwpt . by 4N,

Xp Sen wot N X0 ™ X0

N=Yx~
X
e A fungdo descritiva e portanto o ganho depende da amplitude
da entrada
e Em um sistema linear, para cada sendide de entrada o ganho
s6 depende da frequiéncia desta sendide

[}
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|
N3o-linearidade tipo Relé ("“On-off")

@ Denotando por M a saturacdo do relé e por A a amplitude da sendide
de entrada, vimos que a FD do relé é dada por

(=2

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle 6 /12



|
N3o-linearidade tipo Relé ("“On-off")

@ Denotando por M a saturacdo do relé e por A a amplitude da sendide
de entrada, vimos que a FD do relé é dada por

4M
A) =2
(A) =
e Gréfico de N(A) x A:

NA/M A

1,2 +

0,6 T

+ + =
5.0 10,0 A
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|
N3o-linearidade tipo Relé ("“On-off")

@ Denotando por M a saturacdo do relé e por A a amplitude da sendide
de entrada, vimos que a FD do relé é dada por
4M
A = —
(A) =
o Grafico de N(A) x A:
NAAA @ Entradas infinitamente
124 pequenas —> FD
infinitamente grande, e

0,6 T

+ + =
5.0 10,0 A
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|
N3o-linearidade tipo Relé ("“On-off")

@ Denotando por M a saturacdo do relé e por A a amplitude da sendide
de entrada, vimos que a FD do relé é dada por
4M
A = —
(A) =

e Gréfico de N(A) x A:

NA/M A

1,2 +

0,6 T

4

(Labspot - EEL)

+ + =
5.0 10,0 A

Fundamentos de Controle

Entradas infinitamente
pequenas —> FD
infinitamente grande, e
Entradas infinitamente
grandes — FD
infinitamente pequena.
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist (I)

@ O critério de Nyquist visa analisar a estabilidade de sistemas em MF
do tipo:

G(s) >

H(s)
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist (I)

@ O critério de Nyquist visa analisar a estabilidade de sistemas em MF

do tipo:

G(s) >

H(s)

o Considera-se a equacdo caracteristica na forma:

G(s)H(s) = —1
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist (I)

@ O critério de Nyquist visa analisar a estabilidade de sistemas em MF

do tipo:

G(s) >

H(s)

o Considera-se a equacdo caracteristica na forma:
G(s)H(s) = —1

@ Busca-se entdo mapear o percurso de Nyquist (que contorna todo o
semiplano direito) via fun¢do G(s)H(s) em um outro plano complexo.
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist (II)

@ O numero de polos instaveis do sistema em MF é entdo determinado
pelo nimero de vezes que o grafico de G(s)H(s) contorna o ponto
(—1,0):

N Im

G(jo)

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle 8 /12



Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist Estendido (I)

o Considere agora que o sistema contém uma linearidade:

N&o-linearidade

N(A)

N

G(jo)

Y

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist Estendido (I)

o Considere agora que o sistema contém uma linearidade:

N&o-linearidade

A i Gio) >

e A equagio caracteristica neste caso se torna 1+ N(A)G(jw) = 0,
que pode ser reescrita como:

6lj) = 3

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist Estendido (I)

o Considere agora que o sistema contém uma linearidade:

N&o-linearidade

A i Gio) >

e A equagio caracteristica neste caso se torna 1+ N(A)G(jw) = 0,
que pode ser reescrita como:

6lj) = 3

@ Critério de Nyquist estendido: o nimero de polos instdveis passa a ser
determinado pelo niimero de contornos do grafico de G(jw) em torno
do ponto —1/N(A).

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle 9/12



Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist Estendido (1)

e Interpretacdo gréfica da equacdo G(jw) = —1/N(A) :

A Im

G(jo)

Re

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle 10 / 12



Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist Estendido (1)

e Interpretacdo gréfica da equacdo G(jw) = —1/N(A) :

A Im

G(jo)

Re

@ Se as curvas de G(jw) e de —1/N(A) se interceptarem, isso aponta
para a existéncia de um ciclo-limite. A intersecdo fornece estimativas
para a amplitude A e a frequéncia w do ciclo-limite;
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Deteccio de ciclos limites
Critério de Nyquist Estendido (1)

e Interpretacdo gréfica da equacdo G(jw) = —1/N(A) :

A Im

G(jo)

Re

@ Se as curvas de G(jw) e de —1/N(A) se interceptarem, isso aponta
para a existéncia de um ciclo-limite. A intersecdo fornece estimativas
para a amplitude A e a frequéncia w do ciclo-limite;

@ Para n3o-linearidades sem meméria (relé, saturagdo, zona morta,
etc.), a curva de —1/N(A) fica sobre o eixo real.
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Exemplo

Seja o sistema em malha fechada que contém um componente n3o-linear:

Nao-linearidade

NA) S Gis) 5

para o qual:
@ Funcdo de transferéncia do sistema linear:
1,2(1—-2
G(s) = 2129
(1+5s)(1+2s)

@ N3ao-linearidade N : Relé com nivel de saturacdo em +1, 0.

Verifique se o sistema apresenta ciclos-limites. Se este for o caso,
determine estimativas para sua amplitude e frequéncia, e discuta sua
estabilidade.

(Labspot - EEL) Fundamentos de Controle 11 /12



R —
Trajetérias no Plano de Fase para exemplo

x1'=-1.5x1-05x2-sign(- 1.2x1 + 0.6 x2)
¥2'=x1

T T T T T T T

X2
=]
T

; 1 1 I L 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Cursor posifion: 1.63,1.23) x1
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]
Estabilidade de Ciclos-Limite

A dm @ Depende do sentido da curva
—1/N(A) no ponto de
G(joo) intersecdo e do critério de

//\ Nyquist:

o Critério: Se pontos préximos a intersecdo, no sentido de aumento de
A, ndo sdo contornados pelo grafico de Nyquist, o CL é estavel. Em
caso contrdrio, é instavel.
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Estabilidade de Ciclos-Limite

A dm @ Depende do sentido da curva
—1/N(A) no ponto de
o 80 intersecdo e do critério de
//\ Nyquist:
=

Re e Ciclo limite correspondente
ao ponto Ly é instdvel;

e Ciclo limite correspondente
ao ponto Ly é estdvel.

o Critério: Se pontos préximos a intersecdo, no sentido de aumento de
A, ndo sdo contornados pelo grafico de Nyquist, o CL é estavel. Em
caso contrdrio, é instavel.
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R —
N3o-linearidade do tipo zona morta

wt
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R —
Série de Fourier

@ a saida tem simetria de quarto de onda impar;
@ Saida aproximada:
y(t) = bisen wyt

@ Funcdo descritiva:

N ~ blsenwot_bl_{ k(m—2B —sen2B), para xg > D

x xpsen wot  Xp 0,para0 < x <D
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Grafico da funcdo descritiva
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R —
Exemplo

Seja o sistema em malha fechada que contém um componente n3o-linear:

N&ao-linearidade

e H] Gis) e

para o qual:
@ Funcdo de transferéncia do sistema linear:

- 2,5
~ s(1+5s)(1+0,25s)

G(s)
@ N3o-linearidade N : zona morta com k=4e D =0, 5.
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o
Solugdo (1)

@ Substituindo a n3o A dm
linearidade por um ganho
K e aplicando R-H, ®
obtem-se: /
Keir =2
crit T >R€

G(jo)

2G(jw)
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o
Solugdo (1)

. 1
@ Substituindo a n3o A dm

linearidade por um ganho
K e aplicando R-H,
obtem-se:

\8

K crit — 2 =
-10) Re
G(jo)

@ Portanto, N, =2, e

N 2 2G(jw)
—d_2_05
k 4
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o
Solugdo (I1)

e Com N, /k =0,5,
obtém-se da curva da

FD ao lado: o

’iDO —25 o8l
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o
Solugdo (I1)

e Com N, /k =0,5,
obtém-se da curva da

FD ao lado: o
X0 [
— =25 0.8}
D I
X DSQO 0.6+
@ Portanto, a amplitude : L
estimada para o CL é z|« O4F
02}
xp=2,5%x05=1,25 »
" I | L
% 2 7 6 8
To
D
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o
Solugdo (I1)

e Com N, /k =0,5,
obtém-se da curva da

FD ao lado: o
X0 [
D _9o5 08|
D I
. EEQO 0.6
@ Portanto, a amplitude : L
estimada para o CL é z|« 04
02}
xp=2,5%x05=1,25 »
O 2 7% 6. B
@ A frequéncia estimada Zo

para o CL pode ser
obtida do critério de
R-H.
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Funcdes descritivas com fase

Yo

L TAB B,
* By By 2r Wt

AT

T| x=xg sin wt

25
i [}

BSPOT-EEL-UFSC

Professor: Aguinaldo S. e a
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Fungdes descritivas

Série de Fourier

e Usando a série de Fourier

o0
f(t)=co+ Zc,, sen(nwo t + 6,)
1

ch =\/a2 + b?

e onde

[}

Professor: Aguinaldo S. e Silva LABSPOT-EEL-UFSC

FUNDAMENTOS DE CONTROLE - EEL 7531



Fungdes descritivas

Termos fundamentais

e Fundamental

W  Bi—f
T 2
e Fase
g T _Pith
173 2
e onde D4 A2
senf t /
0
D—A/2
senfo o /

Professor: Aguinaldo S. e Silva

FUNDAMENTOS DE CONTROLE - EEL 7531
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Fungdes descritivas

Funcao descritiva

e Funcdo descritiva dada por

No Y oasenwttd) g
X Xp Senw t
e Fase
¢:E_ﬁi@

2 2
e Magnitude

4

| = 40 nﬁl . B2

[}

Professor: Aguinaldo S. e Silva LABSPOT-EEL-UFSC

FUNDAMENTOS DE CONTROLE - EEL 7531



-
Funcdo descritiva com defasagem

e Curva de —1/N para @ Nota-se que haverd
A/D=1,0e instabilidade quando
D/Yy=1/8:

A Im 2>0,4:>x0§2,5D
X0

@ Funcdes descritivas
apresentardo defasagem
quando o elemento n3o-linear
é tal que um dado valor de
entrada pode produzir mais
do que um valor na saida.
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