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em Teoria de estabilidade de Lyapunov Fun

Teoria de estabilidade de Lyapunov

e Método da linearizacgio = comportamento local das
trajetdrias em torno do ponto de equilibrio

e No método direto de Lyapunov, caracterizacdo da solugdo ndo
é necessariamente em termos locais
e A origem do método encontra-se na mecanica classica

e Torricelli (1608-1647) = " Corpos pesados conectados ndo
podem comegar a mover-se se o centro comum de gravidade
deles ndo mover-se para baixo”.

e Lagrange (1736-1813) = "Um sistema mecénico que estd
em um estado onde sua energia potencial tem um minimo
isolado, estd em um estado de equilibrio estdvel”

o |déias generalizadas por Aleksandr Mikhailovich Lyapunov,
professor na Universidade de Kharkov = tese de doutorado
(Universidade de Moscou, 1892) "O problema geral da Q
estabilidade do movimento”
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Método Direto de Lyapunov

Filosofia basica do Método Direto de Lyapunov:

Se a energia total de um sistema é continuamente dissipada, entdo este
sistema, seja ele linear ou n3o linear, tem que finalmente chegar a um

ponto de equilibrio.
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Teoria de estabilidade de Lyapunov

Idéias fundamentais

e Seja o sistema
x = f(x)

e Seja 0 um dos pontos de equilibrio deste sistema

e Supondo que a energia deste sistema possa ser definida por
uma fungdo V tal que V(0) = 0 (minimo global) e V(x) > 0
parax # 0

e Dada uma condigdo inicial x° # 0, entz"lo V(x°) >0

e Se a dindmica do sistema € tal que d < 0 ent3o a energia
n3o aumenta e dependendo de V isto pode indicar a
estabilidade do ponto de equilibrio 0

e Se dV < 0 entdo a energia se reduzird a zero e pode-se
conclwr a estabilidade do ponto de equilibrio 0 ﬂ
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Teoria de estabilidade de Lyapunov

Definicoes de estabilidade

Definicao

O ponto de equilibrio 0 € estavel se, dado um e > 0, existe um J(e)
tal que para qualquer condicdo inicial ||x(to|| < 0(€) tem-se que
[|Ix(t,%0]| < €.

Movimento
Trajetoria x

& i o).
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Teoria de estabilidade de Lyapunov

Observacoes

e Um ponto de equilibrio é instavel se ele ndo for estavel

e A trajetdria n3o se afastard do ponto de equilibrio mas
também n3o precisarad retornar ao mesmo

e Em muitas aplicagdes a trajetdria deve retornar ao ponto de
equilibrio.

[}
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Sistemas de segunda ordem Teoria de estabilidade de Lyapunov Fun¢des definidas em sinal Teoremas de estabilidade R

Ponto de equlibrio assintoticamente estavel

Definicao
O ponto de equilibrio 0 € assintdticamente estavel se as duas
condicées seguintes forem atendidas:

@ cle € estavel

® ||x(t,x0)|| — 0 quando t — oc.

Movimento
Trajetoria x

T~
@ J 7] 9
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Teoria de estabilidade de Lyapunov

Estabilidade assintética global

Definicao
O ponto de equilibrio 0 € assintéticamente estavel globalmente se
ele for assintéticamente estdvel para qualquer xg € R".

[}
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Fung¢des definidas em sinal

Funcdo definida positiva

Definicao
Uma funcdo V/(x) € definida positiva localmente em uma

vizinhanca U da origem se ela € definida e continua em U,
V(0)=0e V(x) >0 parax#0exe U.

e A fungdo V(x) = x? + x3 é definida positiva.

V(x)
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Fung¢des definidas em sinal

Funcdo definida negativa

Definicao
Uma fungdo V/(x) € definida negativa localmente em uma

vizinhanca U da origem se ela € definida e continua em U,
V(0)=0eV(x)<0parax#0exec U.

o A fungio V(x) = —(x? + x3) é definida negativa.

V(x)

X1

X2
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Fung¢des definidas em sinal

Funcdo semi-definida positiva
Definicao
Uma funcdo V(x) € semi-definida positiva localmente em uma

vizinhanca U da origem se ela € definida e continua em U,
V(0)=0eV(x)>0parax#0exec U.

e A fungdo V(x) = x? é semi-definida positiva
e Para qualquer x =[0 x]7 a funcdo é zero

V(x)
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Fung¢des definidas em sinal

Funcdo semi-definida negativa

Definicao
Uma funcdo V(x) € semi-definida negativa localmente em uma

vizinhanca U da origem se ela € definida e continua em U,
V(0)=0eV(x)<0parax#0execU.

e A fungdo V(x) = —x? é semi-definida negativa
e Para qualquer x = [0 xz] a fungdo é zero

V(x)
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Teorema para estabilidade

Teorema

Se em uma vizinhanca U do ponto de equilibrio 0 existe uma
fungdo escalar V/(x) com as primeiras derivadas parciais continuas
e tal que

® V/(x) € definida positiva em U

@ V/(x) € semi-definida negativa em U

entio o ponto de equilibrio 0 € estdvel.

e Esta teorema apenas assegura a estabilidade do ponto de
equilibrio, mas n3o assegura que a trajetdria retorna ao ponto
de equilibrio, ou seja, que a estabilidade é assintética

Professor: Aguinaldo S. e Silva LABSPOT-EEL-UFSC

FUNDAMENTOS DE CONTROLE - EEL


Simoes


Teoremas de estabilidade

Teorema para estabilidade assintética

Teorema

Se em uma vizinhanga U do ponto de equilibrio 0 existe uma
fungdo escalar V/(x) com as primeiras derivadas parciais continuas
e tal que

® V/(x) € definida positiva em U
@ V/(x) definida negativa em U

entio o ponto de equilibrio 0 € assintéticamente estdvel.
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Simoes


Funcao de Lyapunov
X2
V
=
/\\ .
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Teoremas de estabilidade

Teorema para a instabilidade

Teorema

Se em uma vizinhanga U do ponto de equilibrio 0 existe uma
fungdo escalar V/(x) com as primeiras derivadas parciais continuas
e tal que

® V/(x) € definida positiva em U
@ V/(x) definida positiva em U
entio o ponto de equilibrio 0 € instavel.
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gunda ordem Teoria d ilidade de Lyapunov Fung¢des definidas em sinal Teoremas de estabilidade R

Teorema para estabilidade global

Teorema

Se existe uma fungdo escalar V/(x) com as primeiras derivadas
parciais continuas e tal que

® V(x) € definida positiva
® V/(x) definida negativa
® V(x) — oo quando || x ||— oo

entdo o ponto de equilibrio 0 é globalmente assintéticamente
estavel.

e Neste caso qualquer que seja a condicdo inicial, a trajetdria
retornara ao ponto de equilibrio Q
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gunda ordem Teoria de estabilidade de Lyapunov Fun¢des de em sinal Teoremas de estabilidade Re

Teorema de LaSalle

e Estabilidade assintética local ou global = derivada da
funcdo V/(x) definida negativa

e Com algumas restri¢es adicionais, a fungdo precise ser
apenas semi-definida negativa

Teorema
Seja V/(x) uma fungdo escalar com as primeiras derivadas parciais
continuas e tal que em uma vizinhanca U da origem se tenha
® V(x) € definida positiva localmente
@ V/(x) é semi-definida negativa
© o conjunto R definido por V(x) = 0 ndo contem nenhuma
trajetoria do sistema além da trajetdria trivial x = 0

entdo o ponto de equilibrio 0 é assintéticamente estavel.
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gunda ordem Teoria de estabili e de Lyapunov Funcdes definidas em sinal Teoremas de estabilidade R

Observacoes

e Uma fungdo V/(x) para testar a estabilidade de um um ponto
de equilibrio é chamada uma funcdo candidata de Lyapunov

e Se esta fungdo comprova a estabilidade do ponto de equilibrio
ela é chamada de funcdo de Liapunov

¢ Os teoremas apresentados ndo indicam como a fun¢do V/(x)
pode ser determinada. Este é um problema apresentado pelo
método mas, em alguns casos, pode-se seguir um
procedimento sistematico para construir tais funcdes

e Se o ponto de equilibrio é assintéticamente estdvel, existe
uma vizinhanga deste ponto para a qual trajetérias que
partem desta vizinhanc¢a retornam ao ponto de equilibrio. Mas
qual o conjunto de todas as condi¢des iniciais para as quais a
trajetéria volta ao ponto de equilibrio ? Q
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Teoremas de estabilidade

Significado da derivada da fungdo V/(x)

e V(x) € R é uma fungdo escalar de vérias varidveis

e Derivada com relacdo ao tempo

V(x) _ oV(x) X4 oV(x) AT oV(x)

dt oxq Oxo Oxn X
e Ou ainda
X1
V(x) [0V(x)0V(x) - ovV(x)] | %
dt o 8X1 8X2 8Xn :
X1

[}
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Teoremas de estabilidade

e O gradiente de V/(x), é dado por

_ [oV(x) oV (x) aV(x)
V\/(X) a [ 8X1 8X2 i 8X,, ]T:|
e Portanto

V(x) = VT V(x).f(x)

e A derivada de V/(x) é o produto escalar do gradiente de
V(x) com o campo vetorial

[}
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Teoremas de estabilidade

Derivada de Lie

e A equacgdo _
V(x) = VT V(x).f(x)
indica que a derivada de V/(x) é calculada ao longo das
trajetédrias do sistema
e O vetor f no cdlculo desta derivada

e A derivada de uma fungdo escalar em uma diregdo (aqui a
direcdo dada pelo campo vetorial) é chamada derivada de Lie

[}
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Teoremas de estabilidade

Interpretacao do método de Lyapunov

A derivada ¢ dada por V(x) = V7 V(x).f(x)

Gradiente é direcao de mdximo crescimento da funcdo e é
ortogonal as curvas de nivel da fun¢do V/(x)

Produto escalar é negativo se dngulo é maior do que 90°
Derivada é negativa se campo vetorial (tangente as
trajetérias) “entrar” na curva de nivel de V/(x)
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Interpretacao do Método de Lyapunov

=y, A*©
v=v,

V,<v,<r, \ T

\24

0>90" = COS0<0 => V<0

Labspot (Labspot) Fundamentos de Controle



Exemplo 1

Dado o sistema

X1 = X2
).(2 = —X1
determine a estabilidade da origem.
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Teoremas de estabilidade

Exemplo 2

Para o sistema da figura, determine a estabilidade do ponto de
equilibrio na origem.

S

[}
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Regiao ou dominio de atracao

e Resultados anteriores determinam se um ponto de equilibrio é
assintoticamente estdvel

e Se o ponto de equilibrio é assintoticamente estdvel, isto
apenas assegura que existe uma vizinhanga do ponto de
equilibrio, que pode ser muito pequena, onde as trajetdrias
que se originam dentro desta vizinhan¢a retornam ao ponto de
equilibrio

e Uma questdo importante nas aplicacdes é saber qual o
conjunto de condi¢des iniciais para as quais as trajetdrias
retornam para o ponto de equilibrio

e Este conjunto constitui o dominio de atracdo do sistema g
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Propriedades da regidao de atracao

Teorema

Se x = 0 € uma ponto de equilibrio estdvel assintoticamente, entdo
seu dominio de atragdo € um conjunto aberto invariante e a
fronteira deste conjunto é formado por trajetdrias do sistema

A determinacdo do dominio de atracdo exato de um sistema
ndo é facil
e Simulacdo pode ser usada para determinar este dominio

e Determinacdo analitica do dominio de atracdo sé é possivel
para alguns sistemas simples

e Mas pode-se obter uma estimativa do dominio de atragdo
usando fun¢des de Lyapunov Q
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Sistemas de segunda ordem Teoria de estabilidade de Lyapunov Fun¢&es definidas em sinal Teoremas de estabilidade Regido de a

Estimativa do dominio de atracao

Teorema

Seja V(x) uma fungdo escalar e D € R" um conjunto aberto e
suponha que U = {x / V(x) < K} com U C D, é um conjunto
compacto (limitado e aberto). Seja V(x) a derivada de V/(x) ao
longo das trajetdrias do sistema, e 0 € U um ponto de equilibrio.

Se

V(0)=0

V(x) >0 parax#0, xe U

V(x) <0 parax#0,xe U

V(x) =0 parax =0

entdo a origem € assintoticamente estavel e todas as trajetorias
que partem de U convergem para a origem quando t — 0.
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Uso para estimativa do dominio de atracao

V(x)=0

V(x)>0

Limite da regido
de atracdo
V(x)=K

e Conjunto V(x) = 0 separa o conjunto D em duas regides:
V(x) <0e V(x) >0
e Maior curva de nivel de V/(x) na regido V(x) < 0 corresponde
ao conjunto U e é estimativa do dominio de atracdo
e Uma trajetéria que parta de ponto no interior da
eqiiipotencial (V(x) < 0) tenders a eqiiipotenciais de menor ﬂ
valor, até o ponto de equilibrio
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Observacoes

A estimativa do dominio de atracdo depende da funcdo de
Lyapunov utilizada

e Pode-se aumentar a estimativa do dominio de atracao
escolhendo uma fun¢do de Lyapunov mais adequada, o que
ndo é uma tarefa facil

e O dominio exato de atracdo pode ser obtido por simulagdo, o
que, novamente, ndo é uma tarefa facil

e Em alguns casos pode-se obter uma expressao analitica para o
dominio exato de atracdo, usando o teorema de Zubov.
Infelizmente, isto é vélido apenas para alguns poucos sistemas

[}
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Exemplo 3

Para o sistema descrito por

: 3
X1 = —X1 + X1

Xo = —Xo + Xg’

a) Determine todos os pontos de equilibrio do sistema;

b) Determine a estabilidade do ponto de equilibrio na origem
usando uma func¢do de Lyapunov. Sugestdo: Use uma funcdo
quadrdtica como candidata a fun¢do de Lyapunov;

c) Determine uma estimativa do dominio de atracdo da origem;

d) Use um software de simulagcdo numérica para estimar o real
dominio de atracdo do ponto de equilibrio na origem. ﬂ

LABSPOT-EEL-UFSC
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Métodos para a construcdo de fungdes de Lyapunov

e O método de Lyapunov n3o indica como fun¢des que provem
a estabilidade ou ndo do ponto de equilibrio podem ser
construidas

e As funcdes ndo sdo lnicas e distintas funcdes podem ser
fungbes de Lyapunov para um ponto de equilibrio

e Varios métodos foram desenvolvidos para permitir uma
procura sistematica por funcdes de Lyapunov

Professor: Aguinaldo S. e Silva LABSPOT-EEL-UFSC
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Método de Krasovskii

e Seja o sistema dado por
x = f(x)

com f(0) = 0, ou seja, a origem é o ponto de equilibrio de
interesse

e Seja a candidata a fung¢do de Lyapunov
V=Ff"Pf

onde P é definida positiva
e A derivada de V é dada por

V=FTPf+f Pf [
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e Desde que

- Ox Ot
e Denotando por J a matriz jacobiana, ou seja, J = % chega-se

a
V = fTITPF+fTPJf
= fTUTP+PIf

e Seja a matriz
Q=J"P+PJ

e Se condi¢Bes puderem ser impostas para garantir que Q é
definida negativa (ou semi-definida negativa) e desde que V ¢é
definida positiva, pois é quadrdtica com P definida positiva,
entdo V serd uma funcdo de Lyapunov para a estabilidade da Q
origem
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Método de Zubov

Teorema

Seja A um conjunto simplesmente conexo, contendo a origem e
sejam V/(x) e h(x) duas fungGes escalares tal que

@ V € definida, continua em A, e tal que 0 < V/(x) < 1, para

x#0
® h € definida positiva
©® Parax € A,
I = —hO) @~ V) + () ()

O Quando x se aproxima de um ponto da fronteira de A ou, no
caso de A ser ilimitada, quando |x| — oo, entdo lim V(x) =1

entdo o dominio exato de atracdo € dado por A.

Professor: inaldo S. e Silva LABSPOT-EEL-UFSC

FUNDAMENTOS DE CONTROLE - EEL 7531



Aplicacdo do método de Zubov

Escolhe-se a fung¢do h(x) definida positiva

Resolve se a equacdo

&~ he0(1— VO T () ()}

e A fronteira do dominio de atracdo é entdo dada por
{x:V(x)=1}

Dificuldade = equac¢do sé tem soluc¢do analitica em poucos
casos

SolucBes numéricas, envolvendo expans3o em série da funcdo
V(x) tem uso limitado, desde que a série ndo tem
convergéncia monotdnica ﬁ
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Funcoes tipo Lur'e

e Problema da estabilidade de um sistema linear, dado por uma
funcdo de transferéncia G(s), com uma realimentacido
ndo-linear f(.)

e A fungdo ndo-linear f(.) atende a uma condigdo de setor —>
pertence ao primeiro e terceiro quadrantes

N3ao-linearidade

flo)

Sistema tipo L'ure
r=0+ — o P
? G(S—I) //,f"/
() .
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Funcao de Lyapunov

e Sistema é descrito pelas equacdes

x=Ax—f(o)

o =CX

e Candidata a fungdo de Lyapunov é soma de uma fungao
quadratica e a integral da n3o-linearidade:

V(x):xTPx—i—/oaf(a)dcr (3)

e O teorema de Kalman-Yakubovich permite determinar a

matriz P ﬂ
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Funcbes de Lyapunov baseadas na fisica do sistema

A determinac3o de funcdes de Lyapunov pode ser dificil,
especialmente para sistemas complexos

Os métodos apresentados geram funcSes de Lyapunov a partir
de consideracbes matemadticas

A propriedades fisicas do sistema e consideracbes do ponto de
vista de engenharia podem levar a funcdes de Lyapunov

e A energia total do sistema é um exemplo de func3o de
Lyapunov gerada a partir de considera¢des da fisica do sistema

[}
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Exemplo - Sistema elétrico

e As equacbes de uma mdaquina conectada a uma barra infinita
sdo dadas por

b=w
Mw = P, — Dw — Ppax sS€N0

e Uma fung¢do de Lyapunov é a soma da energia cinética mais a
energia potencial da maquina

1 [
V(x) =+ Mw? — ; (Pm — Prmax send) dé

[}
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