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Alocacéo de Unidades via Relaxacdo Lagrangeana (1)

» Motivacgao:

= Solucdo via Programacédo Dinamica apresenta muitas
desvantagens para problemas envolvendo muitas
unidades geradoras:

e Grande dimensionalidade = problema intratavel;

e Reducdo da dimensionalidade via reducdo do espaco
de estados tende a gerar solu¢des nao-6timas.

Alocacao de Unidades via Relaxagéo Lagrangeana (I1)

»> Caracteristicas:

= Contorna problemas de dimensionalidade (embora gere novos
problemas que devem ser enfrentados);

= Baseia-se em uma abordagem de otimizacgdo dual;
= Utiliza variaveis que assumem apenas valores 0 ou 1:
uit =0, se unidade i esta desligada durante o periodo t;

uit =1, se unidade i esta operando durante o periodo t.




Formulacéo do Problema

- a L XN / /
min  F(P,u) = tzl _Zl[Fi(Pf;) + ST ¢]u;
=1 1=

i N t,,1
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o u'P. < Pr<ulP;

= e — e v { t=1,...,T
e Restricdes de minimos tempos de

permanéncia em e fora de operacdo

Funcédo Lagrangeana

» Desconsiderando temporariamente as restricoes de
limites e de permanéncia em e fora de operacéo, temos:

T N
L(P,u,\) = F(Pu)+ Y N(PE — 3 Piul)




ObservacOes sobre a estrutura do problema:

> A funcdo-objetivo F(P;',u;), as restri¢cbes de limites e as
restricbes de permanéncia em e fora de operacao sao
separavels quanto as unidades geradoras;

» Por outro lado, as restricdes de balanco de carga

t N t, 1t
PL— L Pluf=0, t=1,...T

acoplam as poténcias das unidades geradoras.

Estratégia de Solucdo via Relaxacdo Lagrangeana

» As restricoes acopladoras de balanco de carga séo
relaxaadas, isto €, temporariamente ignoradas, e 0
problema é resolvido como se elas ndo existissem;

» A relaxacdo das restricbes baseia-se na solugcdo do
problema mediante procedimentos de Ofimizacdo
Dual.




Otimizac

ao Dual:

Teoria e Algoritmo

Otimizacao Dual (1)

» Considere o problema:

min  f(e1, @3,

S. 4a
C&)((I?]_, L2,

» cuja Funcéo Lagrangeana é:

L(x1,...,2n) = f(zq,.

L, Tp)
@) + A w(zq, ...
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Otimizacao Dual (1)

» Funcéo Dual:

qg(A) = mXin L(x1,...,Tn,A)

> Problema Dual:

q"(A) = maxq(A)
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Otimizacao Dual — Caracterizacao da Solucéo

» Prova-se que a solucdo 6tima é um ponto de sela
da funcéo Lagrangeana, isto é:

L(x",N) < L(x*,\) < L(x,\Y)
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Otimizacao Dual — llustracéo da Solucao

/‘\ L(x,\)
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Otimizacdo Dual - Solucao

» Envolve dois problemas de otimizacao distintos:

1. A partir de um conjunto de valores iniciais de X,
encontrar o valor de A que maximiza q(4),

2. Mantendo este valor de A constante, encontrar o0s
valores de x que minimizam £( X, 1) .

> Este processo se repete iterativamente até a solucéo
final.
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Ajuste de A (1)

> Como L( X, A) é linear em A e esta variavel ndo é sujeita

a limites, a maximizacdo de (|(4) ndo pode ser feita de
forma convencional;

» A deve ser ajustado de modo a garantir um aumento no
valor de q(4) ;

» Uma forma viavel de ajuste é utilizar o método do
gradiente com um controle de passo via um parametro o.:

dq()\)]

E+1 _ Gk
A = A"t
d\
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Ajuste de A (1)

» O parametro o deve ser ajustado para permitir taxas
diferentes de crescimento e decrescimento de ((A4);

» Exemplo:

0,5 se % é positivo;

dg . :
0,1 se ﬁ é negativo.
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Critério de Convergéncia

» Baseado na brecha (“gap”) de dualidade;

» De posse da solucéo do problema dual em cada iteragdo, é possivel se

calcular o valor da funcéo-objetivo do problema primal, J*;

Uma boa medida da proximidade da solucé@o 6tima é dada pela brecha
de dualidade relativa:

Em problemas convexos, a brecha de dualidade deve ir a zero. Isto
ndo acontece quando o problema envolve variaveis nao-continuas.
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Otimizacao Dual:

Exemplo de Aplicagéo
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Exemplo Numeérico

min J(x,u) = (0, 2537% + 15)uq + (O, 2553:% + 15)up
s. a
w(x,u) =5 — xqu; — ToUup =0

0<z 2z <10

u,up =1 ou O
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Exemplo Numeérico: solucédo por enumeracao (1)

» Ha quatro possiveis solucdes:
" U, =U, =0 : N&o gera solugdes factiveis (ver restr. igual.);

= u,=1eu,=0:gerasolucgdo trivial X, = 5 e X, excluido do
problema = J = 21,25;

= u,=0eu,=1:gera solugdo trivial X,=5 e X, excluido do
problema = J = 21,375;

"u=u,=1

20
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Exemplo Numérico: solucdo por enumeracéo (I1)

" U, =U, =1:neste caso, a fungdo Lagrangeana &
£ = (0,25z3 +15) + (0,255z5 + 15) + A (5 — 21 — x2)
= A solucdo minimizadora neste caso €
xr1 = 2,5248; xp = 2,4752; A\ =1,2642
e J =33,1559.

Portanto, a solucéo 6tima do problema é u,“=1, u,”’=0
e x,”=5.
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Exemplo Numeérico: solugéo via Otimizacéao Dual

» Funcéo Lagrangeana do problema original:

L(x,u,\) = (0,25x% + 15)u; + (0,255z3 + 15)uy
+A (5 — zyuy — 22up)

» A funcdo dual neste caso é definida como
q(A) = min L(x,u,N)

> e 0 Problema Dual é

q"(A) =maxq(})

22
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Algoritmo da Solucao via Otimizacao Dual (1)

1. Escolher um valor fixo para A, AX. £ pode agora ser
minimizada com respeito a X e U. Rearranjando L:

(0, 2522+ 15— 21 AF)ug (0, 255m%—0—15—m2)\k)u@

> Ultimo termo fixo = minimizacdo é sobre demais termos,
cada um deles multiplicado por variavel do tipo 0-1;

» O minimo pode ser obtido minimizando-se cada termo;

» O valor minimo de cada termo seré zero (se U; = 0) ou
negativo, se U; = 1.
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Algoritmo da Solucao via Otimizacao Dual (I1)

» Se U,=1, o valor 6timo de X, é obtido de
20,2527 +15 — 210%) =0

dxq
f1

> Caso X, extrapole seus limites, € feito igual ao limite
violado;

> Se o termo f, for positivo = U; = 0 ; se nédo, uU; = 1.

24
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Algoritmo da Solucao via Otimizacao Dual (I11)

» Se U,=1, o valor 6timo de X, é obtido de

% (0,25523 + 15 — 2p\F) =0
f2

> Caso X, extrapole seus limites, € feito igual ao limite
violado;

> Se o termo £, for positivo = U, =0 ; se nédo, U, = 1.
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Algoritmo da Solucao via Otimizacao Dual (1V)

2. Considerando agora Uy, U, , X; e X, fixos, achar um

valor de A que aumente o valor de g(), como
anteriormente:

d
Aetl — kg [— A]
qu( )

onde a derivada acima é igual a restricdo de igualdade
o,u)=5-X,u; — X,U, e & é ajustado como antes.

26
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Algoritmo da Solucao via Otimizacao Dual (V)

> Enquanto U, , U, forem nulos, VQ(A) = 5, levando a um
aumento de A;

> A partir de um certo valor de A, os valores de
(0, 25$% + 15 — xlhk) ou (0, 255$% + 15 — mg)\k]

ou ambos se tornardo negativos = U; ou U, ou ambos
serdo feitos iguais a 1;

» Volta-se entdo ao Passo 1 para determinar novos valores
para Uy, U,,X; e X, .
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Otimizacao Dual — Critério de Parada (I)

» Na presenca de variaveis (0,1), ndo € possivel encontrar
um Ak que torne o problema factivel ¢/ resp. as restr. igual.;

» Porem, com os valores de U; e U, obtidos em cada

iteracdo, pode-se obter o minimo de J(X,u) usando-se
métodos convencionais para minimizar

(0, 2527+15)uq+(0, 25525 +15)ug+ A (5—z1uq —zpus)
» Denotaremos a solucéo deste problema por
1 ==X, THp=3TpeA= A = J*(El,iz, Uy, u)

> Se U;= U, = 0, faz-se J" igual a um valor alto (p.ex., 50).
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Otimizacao Dual — Critério de Parada (1)

> J" inicia o processo iterativo com um valor alto, que
decresce gradativamente;

> O valor dual g*(A.) , por outro lado, comeca como zero e
aumenta;

>A brecha de dualidade relativa B0R = (3" - g*)/ g* se
reduz ao longo das iteracbes, mas a presenca das variaveis
(0,1) em geral ndo permite que ela chegue a zero.
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Otimizacao Dual — Resultados das Iteragdes (1)

Iter. ,A\ U1 Ua X1 29 q w A T T2 Jt BDR

1 Co,00)0 0 000 000 000 50 - — — 500 —
2 L00 0 0 200 1,9 500 50 — — — 5000 900
3 200 0 0 400 392 1000 500 — — — 50,00 400
4 300 |0 of 600 58 1500 500 - — — 5000 233
5 400 |1 1| 800 7,84 1831 —10,84 1,26 252 247 33,16 0,8l
6 395 |1 1| 7,89 7,74 18,89 —10,62 1,26 252 247 3316 0,75
7 38 |1 o0 7,78 763 1931 —278 250 500 — 21,25 0,10
8§ 38 |1 of 7,76 7,60 1935 —276 250 500 — 21,25 009
Observacoes:

» A é inicializado como zero;

» convergéncia lenta, com variaveis (0,1) trocando de valor;

30
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Otimizacao Dual — Resultados das Iteracoes (I1)

Iter. A Ul Uz T T q w X T T J* BDR
I 0,00 0 0 0,00 0,00 000 500 - — — 5000 -
2 1,00 0 0 200 1,96 500 500 — — — 50,00 9,00
3 200 0 0 400 3,92 10,00 500 — — — 50,00 4,00
4 300 0 0 600 58 1500 500 — — — 5000 233
5 400 1 1 800 7,84 1831 1,26 2,52 247 33,16 0,81
6 1 1 7,80 7,74 1880 _TU62 1,26 252 2,47 33,16 0,75
7 38 1 0 7,78 7,63 1931 —278 250 500 — 21,25 0,10
8§ 38 1 0 7,76 7,60 1935 —276 250 500 — 21,25 0,09
Observacoes:

> o torna wenegativo = decrescimento de A;

» Solucédo ndo é estavel: iteracdes adicionais levam a outras

mudancas nos valores das variaveis (0,1). 3

Aplicacdo da Relaxacao Lagrangeana

Ao Problema de Alocacdo de Unidades

32




Formulacéo do Problema

A

min (P, u) z Z[F(Pt)JrST”]u

t=1:=1

N
. PE—_EIP;ugzo, t=1,...,T
1=

t t D ?; — 1, ... ?N
o u:P, < Pr<u:P;
¢ ? v v t=1,...,T
e RestricGes de minimos tempos de
permanéncia em e fora de operacido
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Funcédo Lagrangeana

» Como vimos, se desconsiderarmos temporariamente as
restricdes de limites e de permanéncia em e fora de
operacéo, temos:

T N
L(P,u,\) = F(Pu)+ Y N(PE — 3 Phul)
t=1 =1

ou ainda

L= Z Z[F(Pt)+STZ dJul +Z)\t(PL ZPf ;

t=1:1=1

34
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Aplicacao da otimizacao dual

» Em seguida, devemos formar a Fungdo Dual

g(A\) = min L(P,u, )

i°%q

e resolver o Problema Dual:

q*(A) = ngq(k)

35

Passos do Algoritmo

1. Encontrar valores para A! capaz de aumentar o valor de
qA);

2. Considerando fixo o valor At de determinado no Passo
1, achar o minimo de £ através de ajustes em Ple Ut.

» Consideraremos inicialmente o Passo 2, supondo que
valores para todos os Al ja foram determinados e seréo
considerados fixos na minimizacéo de L .

36
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Minimizacéo de £ (P,u,)) (1)

> A fun(;éo Lagrangeana do problema é

L= ZZ[F(Pt)+S’I}t]u +Z)ﬁ ZPt :

t=1:=1

gue pode ser re-escrita como:

L= Z Z [F5(PY)+ST; 4]ul —Z Z A PRELS \NPE

t=11=1 t=1:=1 t=1

constante

37

Minimizacéo de £ (P,u,)) (1)

T N T N
_ t t t pt, t t pt
L= YI[F(P)FSTiddu;—> > NPruj+y \\NPp
t=1i=1 t=1:=1 t=1
constante
» O termo constante ndo afeta a minimizacao e sera

desconsiderado. £ pode entdo ser re-escrita como:

N T
£=3 (Z {[F(P}) + ST, glul — AtPqu})

1 \t=1
\

/

V

pode ser resolvido para cada unidade geradora independentemente!
38
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Minimizac&o de £ (P,u,)) (I11)

» Com A = constante, mostra-se portanto que

N T
min £(P,u, \) = > min § 3 (Fi(PL, ST, ub) — X Pul)
Piu A

onde F?; inclui apenas componentes de custo da unidade i .

> Logo, o minimo de £ é obtido obtendo-se o minimo para cada
unidade geradora sobre todos os intervalos de tempo, sujeito a:

= Limites maximo e minimo de geracéo, para cada intervalo t ;

= Restricdes de up- e down-time.
39

Minimizacdo para uma Unidade Geradora

> Dados os valores de Al,t=1, ...,T, o minimo para uma
unidade € obtido resolvendo-se um problema de
Programacdo Dindmica em uma unica variavel,

> Ha apenas dois estados possiveis para uma dada unidade i
no intervalo t , correspondentes a U;' = 1 ou 0.

40
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Programacao Dinamica para uma Unidade

41

Solucao via Programacéo Dinamica (1)

» No estado uit = 0, o valor da funcdo a ser minimizada é
trivial, isto é, é igual a zero;

> No estado U;' = 1, o problema a ser resolvido é (sem
considerar os custos de partida, ja que a minimizacao é

com respeito a P}):

min L; = {Fi(Pf) . )\tPf]

42
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Solucao via Programacédo Dinamica (I1)

» No estado uit =1, o problema a ser resolvido é
min L; = |Fi(Pf) — \'P!|

cuja solucdo é obtida de

dL; d t t
= F%(P) —A=0
de dPZ-t ¢
ou d
t t
¢ 43

Solucao via Programacéo Dinamica (111)

» Considerando-se os limites de geracdo, 0s minimos
viaveis séo:

P <P; = Lf=F(P;)—X\P;
P, < P* < }5?; = ﬁ;‘ — F":(Pit*) _ )\tpz_t*

P* > P, = L*=F,(P)— \P!

44
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Solucéo via Programacao Dinamica (1V)

» A solucdo da programacéo dinamica para cada unidade é
obtida da maneira usual, considerando os tempos minimos
de permanéncia em e fora de operacao e custos de partida;

> Como J;" =0 para u;' = 0, a tnica forma de gerar um valor
menor com U;t = 1 exige que

[F(P}) — A'P!] <0

» A solucdo do problema para cada gerador independente-
mente contorna o problema de dimensionalidade da PD.

45

Ajuste de A

> Resolvido os problemas de PD para cada uma das N unidades,
deve-se agora gerar novos valores do vetor A que levem a um
aumento da funcg&o dual q(A);

» Isto é feito usando-se os subgradientes, com cada Altratado
separadamente e o dependente do sinal do subgradiente:

d
\BEHL  ztk [_ N ]
o | a(AMT)

» Algoritmo completo

46
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Alocacédo de Unidades via Relaxacdo Lagrangeana

Escolha kt iniciais, r=1,...,T;
k=0

»l

»|Para cada unidade 1

v

Construir problema de Programacéao
Dinémica de 2 estados e T estagios e

obter P,.t e u,.t
N < Ultima unildade foi )
processada?
l s
Resolver Otimizagao Dual e
obter g*( kt)

v

t ' .
Usando u;, calcular o 6timo primal J*

resolvendo um Despacho Econdémico para
cada hora

!

Calcular a brecha de\ BDR <€

dualidade relativa, 1
BDR=(J*-g*)/q* J
47/ Ajustes finais para
l BDR > ¢ garantir factibilidade

Atualizar A’ parat=1,...,.T

FIM




Exemplo

Curvas de Custo (P’s em MW) P(MW) | P(MW)
Fi(Py) =500 } 10 P } 0,0020 P | 100 600
F5(P,) = 300 + 8 P, +0,0025 P3 100 400
I3(P3) =100 + 6 P53+ 0,0050 P% 50 200

Carga
t Pt (MW)
1 170
2 520
3 1100
4 330

47

Dados do Exemplo

» Desconsideram-se os custos de partida e as restricbes
de minima permanéncia em e fora de operacao;

> A cada hora, é executado um Despacho Econémico
(DE) para célculo de J*, desde que haja geracdo

suficiente alocada nesta hora;

> N&o havendo geracdo alocada suficiente, J* = 40.000;

» Em caso contrario, J* é o custo total de geracéo
somado sobre as 4 horas, conforme calculado pelo DE;

» a=0,01sedg/d1 >0 e 0,002 em caso contrario.

48
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Iteracéo 1

Hora A u, uw w3 P, B P of PPE PPE PPE
1 000 0 0 0 0 0 0 170 0 0 0
2 000 0 0 O 0O 0O 0O b2 o 0 0
3 000 0 O 0 0O 0 0 100 0 0 0
4 000 0 O 0 O 0 0 33 o0 0 0
g(A) =100 J* = 40.000 BDR = indef
onde

@ =P-ZPtut e BDR=(J"-q)/q

49

Programacéo Dinamica aplicada a Unidade 3
(22. Iteracao)

A 1,7 52 11,0 3,3
L 327,5 152.,5 -700,0 247.5
u=l @ o o °

N
N

U;=() O >@ ® o
t=1 t=2 =3 t=4

50




Iteracéo 2

P1 Pg P3 C.L.:t P]':DE PﬁDE PéDE

Hora A u; us ug
1 1,7 0 0 0 0 0 0 170 0 0 0
2 52 0 0 0 0 0 0 520 0 0 0
3 11,0 0 1 1 0 400 200 500 0 0 0
4 33 0 0 0 0 0 0 330 0 0 0
g(\) = 14.982 J* = 40.000 BDR =167
51
Iteracéo 3

Hora X' wu, w, ug P, P, P, ' PPE PPE PPE
1 34 0 0 0 0 0 0 170 0 0 0
2 1004 0 1 1 0 400 200 —80 0 320 200
3 16,0 1 1 1 600 400 200 —100 500 400 200
4 6.6 0 0 0 0 0 0 330 0 0 0

g(\) = 18.344 J* = 36.024 BDR = 0,965
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Iteracéo 4

Hora Af w Uy uz P B P wt PfD E PzD E PC:D E
1 51 0 0 0 0 0 0 170 0 0 0
2 10,24 0 1 1 0 400 200 —80 0 320 200
3 158 1 1 1 600 400 200 -—100 500 400 200
4 99 0 1 1 0 380 200 -—250 0 130 200
g(A) =19.214 J* = 28906 BDR = 10,502
53
Iteracéo 5

HDI"S. /\f w1 Ua Uz P]_ Pg P3

o _PPE_PPE_PpPE

1 68 0 0 0 0 0 0 170 0 0 0
2 10,08 0 1 1 0 400 200 —80 0 320 200
3 156 1 1 1 600 400 200 —100 500 400 200
4 94 0 0 1 0 0 200 130 0 0 0
g(\) = 19.532 J* = 36.024 BDR =0, 844

54
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Iteracéo 6

Hora X' wu; wuw uw P P P ' PPE PPE PpDPE
g :

I 5 0 0 1 0 0 200 -3 0 0 170
2 992 0 1 1 0 38 200 —64 0 320 200
3 154 1 1 1 600 400 200 —100 500 400 200
4 10,07 0 1 1 0 400 200 -270 0 130 200
g(A\) = 19.442 J* =20.170 BDR = 0,037
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Observacodes finais sobre o exemplo

» IteracOes adicionais ndo alteram muito a alocagao,
embora isto ndo signifique que a solugdo € estavel;

» Com mais algumas iteragdes, a BOR se reduz um
pouco, mas verifica-se instabilidade ja que a unidade 2
fica no limite entre ser ou ndo alocada;

» Uma toleréancia de 0,05 para convergéncia parece ser
adequada neste caso = convergéncia na sexta
iteracao.

56
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