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Representacdo de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

As formas mais comuns de se representar sistemas dindmicos lineares e
invariantes no tempo sdo:

@ Funcdes de transferéncia:
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Representacdo de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

As formas mais comuns de se representar sistemas dindmicos lineares e
invariantes no tempo sdo:
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o Considera apenas a relacdo entre saida e entrada do sistema, sem
considerar variaveis internas;
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invariantes no tempo sdo:

@ Funcdes de transferéncia:
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Representacdo de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

As formas mais comuns de se representar sistemas dindmicos lineares e
invariantes no tempo sdo:

@ Funcdes de transferéncia:

o Considera apenas a relacdo entre saida e entrada do sistema, sem
considerar varidveis internas;
o Representacdo através de fungdes racionais, no dominio da frequéncia;

@ Representacio de estado:

o Representa as varidveis internas relevantes do sistema (estados), bem
como suas varidveis de entrada e saida;
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Representacdo de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

As formas mais comuns de se representar sistemas dindmicos lineares e
invariantes no tempo sdo:
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como suas varidveis de entrada e saida;
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Representacdo de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

As formas mais comuns de se representar sistemas dindmicos lineares e
invariantes no tempo sdo:

@ Funcdes de transferéncia:

o Considera apenas a relacdo entre saida e entrada do sistema, sem
considerar varidveis internas;
o Representacdo através de fungdes racionais, no dominio da frequéncia;

@ Representacio de estado:

o Representa as varidveis internas relevantes do sistema (estados), bem
como suas varidveis de entrada e saida;
o E explicitada através de:

@ um conjunto de equacées diferenciais de 1a. ordem, no dominio do
tempo (Equacio de Estado) e
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Representacdo de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

As formas mais comuns de se representar sistemas dindmicos lineares e
invariantes no tempo sdo:

@ Funcdes de transferéncia:

o Considera apenas a relacdo entre saida e entrada do sistema, sem
considerar varidveis internas;
o Representacdo através de fungdes racionais, no dominio da frequéncia;

@ Representacio de estado:

o Representa as varidveis internas relevantes do sistema (estados), bem
como suas varidveis de entrada e saida;
o E explicitada através de:

@ um conjunto de equacées diferenciais de 1a. ordem, no dominio do
tempo (Equacio de Estado) e

o equacbes algébricas relacionando saidas, estados e entradas (Equagdo
da Saida).
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A representacdo de estado

@ As varidveis de estado definidas para um sistema devem ser as
varidveis que guardam a memoria do sistema;
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A representacdo de estado

@ As varidveis de estado definidas para um sistema devem ser as
varidveis que guardam a memoria do sistema;

@ Os estados sdo as varidveis dependentes das equacdes diferenciais que
representam o sistema (para as quais condi¢des iniciais sdo necessarias
quando se consideram sistemas n&o-relaxados inicialmente);
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A representacdo de estado

@ As varidveis de estado definidas para um sistema devem ser as
varidveis que guardam a memoria do sistema;

@ Os estados sdo as varidveis dependentes das equacdes diferenciais que
representam o sistema (para as quais condi¢des iniciais sdo necessarias
quando se consideram sistemas n&o-relaxados inicialmente);

@ As entradas sdo as varidveis que correspondem a estimulos externos
aplicados ao sistema;

@ A equac3o de estado para um dado sistema tem a forma:

x=Ax + Bu

Prof. Antonio Simdes Costa (GSP- UFSC) Representagdo de Estado do SistemaMaquina



A representacdo de estado

@ As varidveis de estado definidas para um sistema devem ser as
varidveis que guardam a memoria do sistema;

@ Os estados sdo as varidveis dependentes das equacdes diferenciais que
representam o sistema (para as quais condi¢des iniciais sdo necessarias
quando se consideram sistemas n&o-relaxados inicialmente);

@ As entradas sdo as varidveis que correspondem a estimulos externos
aplicados ao sistema;

@ A equac3o de estado para um dado sistema tem a forma:

x=Ax + Bu

@ A equacdo da saida relaciona as varidveis de saida desejadas para o
sistema aos estados e entradas:

y=Cx + Du
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Caracteristicas e vantagens da representacdo de estado

@ Fornece acesso a varidveis internas do sistema = maior discernimento
sobre a estrutura do sistema;
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Caracteristicas e vantagens da representacdo de estado

@ Fornece acesso a varidveis internas do sistema = maior discernimento
sobre a estrutura do sistema;

@ No caso linear, a representacdo de estados é expressa na forma
matricial, e portanto:
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Caracteristicas e vantagens da representacdo de estado

@ Fornece acesso a varidveis internas do sistema =- maior discernimento
sobre a estrutura do sistema;
@ No caso linear, a representacdo de estados é expressa na forma
matricial, e portanto:
e composicdo de diferentes sistemas pode ser obtida via opera¢des

matriciais, facilitada pela disponibilidade de software especializado
(Matlab, Scilab, Mathematica, etc.);
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@ Fornece acesso a varidveis internas do sistema = maior discernimento
sobre a estrutura do sistema;

@ No caso linear, a representacdo de estados é expressa na forma
matricial, e portanto:

e composicdo de diferentes sistemas pode ser obtida via opera¢des
matriciais, facilitada pela disponibilidade de software especializado
(Matlab, Scilab, Mathematica, etc.);

e Anélise de diferentes propriedades (estabilidade, controlabilidade,
observabilidade) executada via operages matriciais;
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Caracteristicas e vantagens da representacdo de estado

@ Fornece acesso a varidveis internas do sistema = maior discernimento
sobre a estrutura do sistema;

@ No caso linear, a representacdo de estados é expressa na forma
matricial, e portanto:

e composicdo de diferentes sistemas pode ser obtida via opera¢des
matriciais, facilitada pela disponibilidade de software especializado
(Matlab, Scilab, Mathematica, etc.);

e Anélise de diferentes propriedades (estabilidade, controlabilidade,
observabilidade) executada via operages matriciais;

@ Simulagc3o do sistema a partir da representacio de estados é imediata.
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Detalhes da representacdo de estado

x = Ax + Bu
y = Cx + Du

@ O ndmero de varidveis de estado, n, é maior ou igual (geralmente
maior) do que o niimero de entradas, p, e o nimero de saidas, g;
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Detalhes da representacdo de estado

x = Ax + Bu
y = Cx + Du

@ O ndmero de varidveis de estado, n, é maior ou igual (geralmente
maior) do que o niimero de entradas, p, e o nimero de saidas, g;

@ As dimensdes das matrizes da representacdo de estado sdo:

A:nxn B:nxp

C:gxn D:gxp
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Detalhes da representacdo de estado

x = Ax + Bu
y = Cx + Du

@ O ndmero de varidveis de estado, n, é maior ou igual (geralmente
maior) do que o niimero de entradas, p, e o nimero de saidas, g;

@ As dimensdes das matrizes da representacdo de estado sdo:
A:nxn B:nxp
C:gxn D:gxp

@ Matriz D serd ndo-nula apenas quando ha transmissdo direta da
entrada para a saida (o que corresponde a FTs em que o grau do
numerador é igual ao grau do denominador).
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Sistemas de uma entrada e uma saida

@ Neste caso, p=q =1,
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Sistemas de uma entrada e uma saida

@ Neste caso, p=q =1,

o Consequentemente:
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Sistemas de uma entrada e uma saida

@ Neste caso, p=q =1,
o Consequentemente:

o matriz B reduz-se a um vetor-coluna b (n x 1);
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Sistemas de uma entrada e uma saida

@ Neste caso, p=q =1,
o Consequentemente:

o matriz B reduz-se a um vetor-coluna b (n x 1);
o matriz C reduz-se a um vetor-linha ¢ (1 X n);
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Sistemas de uma entrada e uma saida

@ Neste caso, p=q =1,
o Consequentemente:

o matriz B reduz-se a um vetor-coluna b (n x 1);
o matriz C reduz-se a um vetor-linha ¢ (1 X n);
e matriz D reduz-se a um escalar d.
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Sistemas de uma entrada e uma saida

@ Neste caso, p=q =1,
o Consequentemente:

o matriz B reduz-se a um vetor-coluna b (n x 1);
o matriz C reduz-se a um vetor-linha ¢ (1 X n);
e matriz D reduz-se a um escalar d.

@ A representacdo de estado neste caso é escrita como:

X = Ax + bu

y = ¢cx + du
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Conversdo de representacdes: de FT para repres. de estado

@ A conversdo de uma FT para a representacdo de estado é chamada
realizagdo da FT;
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Conversdo de representacdes: de FT para repres. de estado

@ A conversdo de uma FT para a representacdo de estado é chamada
realizagdo da FT;

@ Como primeiro passo, a representacdo via FT do sistema é convertida
para equacdes diferenciais no dominio do tempo;
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Conversdo de representacdes: de FT para repres. de estado

@ A conversdo de uma FT para a representacdo de estado é chamada
realizagdo da FT;

@ Como primeiro passo, a representacdo via FT do sistema é convertida
para equacdes diferenciais no dominio do tempo;

o Estas equacdes diferenciais sdo em seguida reescritas na forma da
representacdo de estados;
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Conversdo de representacdes: de FT para repres. de estado

@ A conversdo de uma FT para a representacdo de estado é chamada
realizagdo da FT;

@ Como primeiro passo, a representacdo via FT do sistema é convertida
para equacdes diferenciais no dominio do tempo;

o Estas equacdes diferenciais sdo em seguida reescritas na forma da
representacdo de estados;

@ Em sistemas representados via interconexdo de FTs de seus
componentes em diagrama de blocos, a representacdo de estados
pode ser obtida interconectando-se as realizacées das FTs dos
componentes individuais.
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Exemplo de realizacdo (1)

Ky V4 . Ky
1+s7 1+s1m

@ A partir da FT do primeiro bloco, podemos escrever no dominio do
tempo:
nz+z=Kv = z:—%z—l—%1 %
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Exemplo de realizacdo (1)

Ky V4 . Ky
1+s7 1+s1m

@ A partir da FT do primeiro bloco, podemos escrever no dominio do
tempo:
nz+z=Kv = z:—%z—l—%1 %

@ Similarmente, para o segundo bloco:

Hw+w=K z = W:—% W—|—%Z

Prof. Antonio Simdes Costa (GSP- UFSC) Representagdo de Estado do SistemaMaquina



Exemplo de realizacdo (1)

. K1 Z Ko
v 1+s7 1+s1m w

@ A partir da FT do primeiro bloco, podemos escrever no dominio do
tempo:
nz+z=Kv = z:—%z—l—%1 %

@ Similarmente, para o segundo bloco:
; _ S | Ky
Hwt+tw=K z = W——T—2W—|—T—22

@ Claramente, os estados, entrada e saida s3o:

X1

> >
> >

X2
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Exemplo de realiza¢do (I1)

@ As equacdes diferenciais que descrevem o sistema sdo:

: 1 K1
V4 == _?1 Z+ o v
- K ,_ 1
w = o V4 o w
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Exemplo de realiza¢do (I1)

@ As equacdes diferenciais que descrevem o sistema sdo:

z = —%z—f—%v
wo= a1y
@ Com as definicdes
xléz, XQéw, uév, yéwzxz.

temos:
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Sistema mdq.-barra infinita - Modelo de Heffron-Phillips

K TAE T L'AV s
AE, 1+5K1T90£LExc<s)w’ef()
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Equacbes do modelo de H-P

@ Equacbes do modelo H-P para sistema maquina-barra oo :

2H 86 + DAwg = ATy — (KiAS+ Ko AE))
AS = 21tf0 x Awg(t)
K3 Tt,!o dStEq + AEé = K3(AEm — KyAJd)
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Equacbes do modelo de H-P

@ Equacbes do modelo H-P para sistema maquina-barra oo :

2H 86 + DAwg = ATy — (KiAS+ Ko AE))
AS = 21tf0 x Awg(t)
K3 Tt,!o dStEq + AEé = K3(AEm — KyAJd)

@ Equacdo do sistema de excitac3o:

Te TG + Ay = Ke [AVier — (K5 A0 + K AE}) ]
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Equacbes do modelo de H-P

@ Equacbes do modelo H-P para sistema maquina-barra oo :

2H 86 + DAwg = ATy — (KiAS+ Ko AE))
As = 270 x Awg(t)
K3 Tc,!o dStEq + AEé = K3(AEm — KyAJd)

@ Equacdo do sistema de excitac3o:

Te S + A = Ko [AVier — (K5 A6+ K5 AEg)]

@ Obs: Note que todas as varidveis que n3o sdo estados e entradas (por
ex., AT, Aet) devem ser escritas em fungdo de estados e/ou
entradas.
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Representacdo de Estado do modelo H-P + Sist. Excitacdo

@ O modelo do processo a ser controlado é composto do modelo H-P
para o sistema mdquina-barra co + sistema de excitacdo:

2HdAwG—|-DACUG — ATm—(K1A5+K2AE¢/7)

98 = 2710 x Awg(t)
KaTh Y56 + AE) = Ks(AEw — Kald)
Te 485 + AEyy = Ke [AVier — (K5 AS + Ko AE))]

Prof. Antonio Simdes Costa (GSP- UFSC) Representagdo de Estado do SistemaMaquina



Representacdo de Estado do modelo H-P + Sist. Excitacdo

@ O modelo do processo a ser controlado é composto do modelo H-P
para o sistema mdquina-barra co + sistema de excitacdo:

HdAwG—l-DACUG — ATm—(K1A5+K2AE¢/7)

98 = 2710 x Awg(t)
KsThy 255 4 AE! = Ky(AEq — KiAd)
Te 485 + AEyy = Ke [AVier — (K5 AS + Ko AE))]

@ A entrada é V., e os estados sdo as varidveis dependentes nas
equagdes diferenciais acima, que serdo ordenadas como (por
conveniéncia, o simbolo A é omitido):

X1 = Weg XQZ(S X3:Ec/; X4:Efd
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Representacdo de Estado do modelo H-P + Sist. Excitacdo

@ O modelo do processo a ser controlado é composto do modelo H-P
para o sistema mdquina-barra co + sistema de excitacdo:

HdAwG—l-DACUG — ATm—(K1A5+K2AE¢/7)

98 = 2710 x Awg(t)
KsThy 255 4 AE! = Ky(AEq — KiAd)
Te 485 + AEyy = Ke [AVier — (K5 AS + Ko AE))]

@ A entrada é V., e os estados sdo as varidveis dependentes nas
equagdes diferenciais acima, que serdo ordenadas como (por
conveniéncia, o simbolo A é omitido):

X1 = Weg XQZ(S X3:Ec/; X4:Efd

@ A representacdo de estados é obtida explicitando-se as derivadas
destas varidveis em termos dos estados e entrada.

Prof. Antonio Simdes Costa (GSP- UFSC) Representagdo de Estado do SistemaMaquina



Sistema maquina-barra infinita: Equacdo de Estado

“we [ -D/M K /M —Ky/M 0 we
o | 27tf0 0 0 0 o |
,_;(,7 - 0 —Ke/Th, —1/KsT),, —1/T}, E,
d L 0 —KsKe/Te —KeKe/Te —1/Te Efq
Efg |
A
[0
0
0 Vref
Ke/ Te
_\,—/
b
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Sistema maquina-barra infinita: Equacdo da Saida

@ Depende da defini¢do das saidas (varidveis mensuraveis) do sistema;
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Sistema maquina-barra infinita: Equacdo da Saida

@ Depende da defini¢do das saidas (varidveis mensuraveis) do sistema;
@ No caso de ESP derivado da velocidade, por exemplo, a saida deve

ser definida como wyg;, isto é:
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Sistema maquina-barra infinita: Equacdo da Saida

@ Depende da defini¢do das saidas (varidveis mensuraveis) do sistema;
@ No caso de ESP derivado da velocidade, por exemplo, a saida deve

ser definida como wyg;, isto é:

we

y—cx:[l 000] g,

q

Etq

@ No caso de ESP derivado de (—P.), temos

we
)
y:cx:[O K1 —K 0] Er
q
Er
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Representacdo de estado do controlador (ESP)

@ Funcido de Transferéncia:

(145 1)?

ESP(S) = KESP X m
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Representacdo de estado do controlador (ESP)

@ Funcido de Transferéncia:

(145 1)?

ESP(S) = KESP X m

@ Representacdo de estado:
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Representacdo de estado do controlador (ESP)

@ Funcido de Transferéncia:

(145 1)?

ESP(S) = KESP X m

@ Representacdo de estado:

e Como o controlador proposto tem 2 polos, a equacio de estado é de
2a. ordem. Serd dada por:

xe = Acxc + bcouc
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Representacdo de estado do controlador (ESP)

@ Funcido de Transferéncia:

(145 1)?

ESP(S) = KESP X m

@ Representacdo de estado:

e Como o controlador proposto tem 2 polos, a equacio de estado é de
2a. ordem. Serd dada por:

xe = Acxc + bcouc

e Equagdo da saida - Como a FT é tal que (grau do numerador) = (grau
do denominador), entdo d # 0 :

Ye = €cXc + dcouc
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Realizagdo da FT do controlador (ESP)

@ Equacio de estado:

).<c1 _ [ _1/72 0 :| |: Xcl :| +
).(CQ L (T2 - Tl)/722 —1/T2 Xc2
A,
Kesp (o — 1)/ T3 ] J
| Kesp ti(t2 —11) /73 c
b
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Realizagdo da FT do controlador (ESP)

@ Equacio de estado:

).<c1 _ [ _1/72 0 :| |: Xcl :| +
).(CQ (T2 - Tl)/722 —1/T2 Xc2
A,
Kesp (o — 1)/ T3 ] J
| Kesp ti(t2 —11) /73 c

~~

b.

@ Equacio da saida:

e = [mm 1] ] [Ker (m/m)] u
~—— c2
Cc dc
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Sistema em Malha Fechada

@ Processo:
Ax + bu

Xe
|
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Sistema em Malha Fechada

@ Processo:
x = Ax + bu
y = €Xx
o Controlador: .
Xxe = Acxc + bcouc
Ye = CcXc + de uc
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Sistema em Malha Fechada

@ Processo:
x = Ax + bu
y = €Xx
o Controlador: .
Xxe = Acxc + bcouc
Ye = CcXc + de uc

@ Realimentacdo dindmica da saida:

u = Yy
us = y
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Conex3do Processo + Controlador em Malha Fechada

U= Yye x = Ax +bu e 7Y
C X

Y
Y

<
|

x. = A.x. + b.u.
Ye = CcXo + d. u.

Prof. Antonio Simdes Costa (GSP- UFSC) Representagdo de Estado do SistemaMaquina



Sistema em MF: equacdo de estado do processo

o Na equacgido de estado do processo, considerando que u = y., temos:

x = Ax+by,
= Ax+b (cc xct+de uc)
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Sistema em MF: equacdo de estado do processo

o Na equacgido de estado do processo, considerando que u = y., temos:

x = Ax+by,
= Ax+b (cc xct+de uc)

@ Como a entrada do controlador u. é igual a saida do processo y:
x = Ax+bccxc+bd cx

ou

x=(A+bd. c) x+(bcc) xc ‘
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Sistema em MF: equacdo de estado do controlador

o Considerando agora na equacdo de estado do controlador que uc. =y :

Xxc = Acxc+bey
= A/ x.+b.cx

ou

xc = b, cx+ AL x,
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Representacdo de estado do Sistema em Malha Fechada

@ As equacdes de estado da conexdo em realimentacdo do sistema
(processo + controlador) deduzidas acima s&o:

x = (A+bd. c) x+(bce) xc

X = boex+ A xc
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Representacdo de estado do Sistema em Malha Fechada

@ As equacdes de estado da conexdo em realimentacdo do sistema
(processo + controlador) deduzidas acima s&o:

x = (A+bd.c) x+(bce) X

X = boex+ A xc

@ Definindo o vetor de estado do sistema composto como

xo=[xT xI']"
temos
e |x | [A+bdc|bc
Tl T bee AT
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Matriz de Estado e Estabilidade do Sistema em Malha

Fechada

@ A matriz de estado do sistema em malha fechada é

A—I—bdcc‘bcc
b.c | Ac

Ayr =
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Matriz de Estado e Estabilidade do Sistema em Malha

Fechada

@ A matriz de estado do sistema em malha fechada é

A—I—bdcc‘bcc
b.c | Ac

Ayr =

@ Portanto, pode-se concluir sobre a estabilidade do sistema em malha
fechada analisando-se o sinal da parte real dos autovalores de Apr.
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do processo

o Considera-se o caso em que o modelo H-P é generalizado para
representar sistemas multimdquinas (programa HPGSC);
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do processo

o Considera-se o caso em que o modelo H-P é generalizado para
representar sistemas multimdquinas (programa HPGSC);

@ Neste caso, o vetor de estado do processo (sist. multimdquinas +
sists. excitagcdo) é uma generalizagdo do caso maq.-barra oo;
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do processo

o Considera-se o caso em que o modelo H-P é generalizado para
representar sistemas multimdquinas (programa HPGSC);

@ Neste caso, o vetor de estado do processo (sist. multimdquinas +
sists. excitagcdo) é uma generalizagdo do caso maq.-barra oo;

@ O vetor de estado gerado por HPGSC é 4n, x 1 e definido como:

A
X = [ a]Gl,sz,...,aJGng, 51,(52,...,5ng,
Eqi Egpoo o Egnyr Efd1y Era2, oo Eran,) T
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do processo

o Considera-se o caso em que o modelo H-P é generalizado para
representar sistemas multimdquinas (programa HPGSC);

@ Neste caso, o vetor de estado do processo (sist. multimdquinas +
sists. excitagcdo) é uma generalizagdo do caso maq.-barra oo;

@ O vetor de estado gerado por HPGSC é 4n, x 1 e definido como:
A
X = [ a]Gl,sz, ,aJGng, 51,(52, ,5ng,

/ / / T
qu,qu,...,Eq’ng, EfdlrEfd21"'1Efd,ng]

@ O vetor de entradas é dado por:

A T
u= [ Vref,lv Vref,2y ey Vref,ng ]
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do processo

o Considera-se o caso em que o modelo H-P é generalizado para
representar sistemas multimdquinas (programa HPGSC);

Neste caso, o vetor de estado do processo (sist. multimdquinas +
sists. excitagcdo) é uma generalizagdo do caso maq.-barra oo;

O vetor de estado gerado por HPGSC é 4n, x 1 e definido como:

A
X = [ a]Gl,sz,...,aJGng, 51,(52,...,5ng,
/ / / T
qu,qu,...,Eq’ng, EfdlrEfd21"'1Efd,ng]

O vetor de entradas é dado por:

A T
u= [ Vref,lv Vref,2y ey Vref,ng ]

Matriz B serd 4ng X ng (uma coluna por maquina);
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do processo

o Considera-se o caso em que o modelo H-P é generalizado para
representar sistemas multimdquinas (programa HPGSC);

@ Neste caso, o vetor de estado do processo (sist. multimdquinas +
sists. excitagcdo) é uma generalizagdo do caso maq.-barra oo;

@ O vetor de estado gerado por HPGSC é 4n, x 1 e definido como:

A
X = [ a]Gl,sz,...,aJGng, 51,(52,...,5ng,
/ / / T
qu,qu,...,Eq’ng, EfdlrEfd21"'1Efd,ng]

@ O vetor de entradas é dado por:

A T
u= [ Vref,lv Vref,2y ey Vref,ng ]

e Matriz B serd 4ng x ng (uma coluna por maquina);

@ Matriz de saidas C depende do nimero de geradores equipados com
ESP, e tem dimensdo ngsp X 4ng.
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do

controlador

@ O controle é desacoplado por maquina: cada ESP atua apenas sobre
o respectivo gerador;
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do

controlador

@ O controle é desacoplado por maquina: cada ESP atua apenas sobre
o respectivo gerador;

@ Controladores individuais continuardo a ser de 1 entrada e 1 saida;
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Extens3o para o caso multimaquinas: modelo do

controlador

@ O controle é desacoplado por maquina: cada ESP atua apenas sobre
o respectivo gerador;

@ Controladores individuais continuardo a ser de 1 entrada e 1 saida;

@ Se a representacdo de estado do ESP da i-ésima maquina é definida

como:
[ ]
Xc,i = Ac,i Xc,i + bC,i Uc,i

Ye,i = Cc,i Xc,i + dc,i Ue, i

ent3o as leis de controle em malha fechada serdo dadas por:

u = ; )
' Yei . i=1,...,ngsp
Uci = Yi
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